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微分 几何 是 一 门 古老 的 学 科 , 历 史 您 久 , 它 是 以 数学 
分 析 为 工具 来 研究 空间 形式 的 数学 分 支 .经典 微分 几何 
主要 讨论 曲线 与 曲面 的 局 部 性 质 . 20 世纪 以 来 随 着 分 析 
方法 的 发 展 ,微分 几何 内 容 也 越 来 越 充实 和 深刻 , 除 局 部 
性 质 外 ,还 研究 关于 图 形 的 整体 性 质 . 由 于 整体 微分 几何 
的 发 展 , 这 门 学 科 虽 然 古 老 , 但 生命 力 至 今 还 很 旺盛 ,是 
当前 基础 研究 的 热门 领域 . 它 和 其 他 许多 数学 学 科 以 及 
理论 物理 等 互相 渗透 .例如 , 它 与 微分 方程 . 李 群 、 变 分 
学 、 泛 函 、 拓 扑 、 复 变 函 数论 、 规范 场 论 等 的 关系 越 来 越 密 
切 , 并 互相 影响 、 互 相 促 进 . 因此 , 它 的 内 容 和 方法 也 在 不 
断 更 新 . 

多 年 来 ,一 般 高 校 微分 几何 教材 是 以 经 典 的 初等 微 
分 儿 何 为 其 主要 内 容 的 .所 谓 “ 经 典 ”, 即 如 上 所 述 , 它 所 
讨论 的 主要 是 图 形 的 局 部 性 质 ; 所 谓 “ 初 等 ”是 指 , 为 了 初 
学 者 容易 理解 和 入 门 , 所 研究 的 对 象 只 限于 三 维 欧 儿 里 
得 空间 内 的 曲线 和 曲面 .由 于 微分 几何 这 个 学 科 的 不 断 
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发 展 , 也 由 于 现代 科学 技术 发 展 的 需要 ,微分 几何 教材 的 
内 容 所 包含 的 范围 必须 扩大 , 即 必 须 加 入 整体 微分 几何 
的 部 分 内 容 . 因此 ,编写 一 本 整体 微分 几何 教材 已 成 为 当 
前 的 需要 ,但 这 种 教材 目前 国内 尚 不 多 见 . 沈 一 兵 教授 这 
本 教材 开始 编写 于 20 世纪 80 年 代 初 期 ,经 过 十 多 年 的 教 
学 实践 ,不 断 修 改 充 实 , 并 采用 么 正 活 动 标 架 法 ,使 得 几 
何 问 题 化 为 外 形式 计算 ,突破 了 用 坐标 系 来 计算 的 传统 
框 染 ,这 是 几何 学 研究 的 一 种 现代 方法 . 沈 一 兵 教授 在 整 
体 微分 几何 领域 的 研究 造 诺 很 深 , 以 他 一 丝 不 苟 的 治学 
精神 写成 的 这 本 书 ,我 相信 一 定 是 一 本 好 书 , 对 于 它 的 出 
版 我 寄予 厚望 . 


所 正 国 
1997 年 秋 于 杭州 


第 1 版 前 言 


整体 微分 几何 的 名 称 最 早 可 能 来 自 德 国 几 何 学 家 
W. Blaschke 对 吓 二 曲线 和 孵 形 面 的 研究 . 后 来 经 过 许多 
数学 家 的 努力 ,使 之 得 到 全 面 发 展 .今天 已 成 为 几何 学 、 
分 析 学 和 拓扑 学 相互 交织 的 一 个 重要 研究 领域 ,也 成 为 
研究 理论 物理 的 有 力 工 具 之 一 . 

为 了 满足 我 系数 学 专业 的 教学 需要 ,在 文献 [1,2j 的 
启发 影响 下 ,我 们 在 20 世纪 80 年 代 初 期 编写 了 有 关 整 体 
微分 几何 的 讲义 . 经 过 十 多 年 教学 实践 ,不 断 增 删 修改 ， 
才 形 成 本 书 现在 的 样子 .全 书 共 分 四 章 : 第 一 章 , 活 动 标 
架 法 ;第 二 和 齐 , 曲 线 的 整体 微分 几何 ;第 三 章 , 正 : 中 曲面 的 
整体 微分 几何 ;第 四 章 , 曲 面 的 内 草 几 何 学 .为 了 完整 起 
见 ， 另 加 了 两 个 附录 :附录 A, 欧 氏 空 间 点 集 拓 扑 概要 ; 附 
录 了 ,曲面 的 拓扑 分 类 . 

对 于 已 经 熟悉 活动 标 架 法 和 外 微分 形式 的 读者 ,可 
以 跳 过 第 一 章 . 第 四 章 的 内 容 实质 上 是 歼 曼 几何 的 范 畸 ， 
目的 是 想 引 起 读者 对 高 维 流 形 几何 的 兴趣 .有 关 局 部 微 
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分 几何 计算 ,我 们 主要 采用 活动 标 架 法 . 这 不 仅 为 了 简化 
计算 ,也 想 使 高 年 级 学 生 能 了 解 外 微分 形式 的 有 关 知 识 . 
本 书 内 容 基 本 上 是 自封 闭 的 , 凡 涉 及 较 多 或 较 高 深 的 其 
他 数学 知识 , 则 尽 可 能 注 明 参考 文献 . 限于 笔者 水 平 , 书 
中 竟 衣 之 处 可 能 难免 ,热忱 欢迎 读者 不 诗 指 正 . 

这 里 我 要 感谢 我 的 老师 白 正 国教 授 对 本 书 的 关心 和 
指 叶 ,感谢 我 系 几 何 学 教研 室 有 关 老 师 的 热情 支持 ,也 感 
谢 郭 孝 英 老师 和 傅 吉 祥 博 士 在 具体 工作 上 的 帮助 . 

最 后 ,我 要 感谢 杭州 大 学 出 版 社 对 本 书 出 版 的 大 力 
支持 和 帮助 ， 


沈 一 兵 
1997 年 9 月 


册 版 跨 


本 书 原 是 作者 学 习 整 体 微 分 几何 和 外 形式 法 的 一 些 心得 体 
会 ,整理 后 于 1998 年 由 原 杭州 大 学 出 版 社 出 版 , 拟 作 数学 系 高 年 
级 本 科 生 的 选修 课 教材 . 出 版 后 颇 受 广大 读者 重视 和 钟爱 ,不 久 书 
即 告 孝 . 

书 中 不 少 内 容 源 自 著名 几何 学 大 师 陈省身 先生 的 学 术 论 著 和 
演讲 . 2001 年 先生 来 杭 时 曾 对 本 书 颇 加 嘉奖 ,并 建议 稍 增 内 容 , 译 
成 英文 .但 由 于 作者 拖 浊 ,一直 未 能 兑现 . 不 料 先 生 于 2004 年 12 月 
3 日 突然 仙 遂 ,作者 翡 蛋 之 余 , 也 对 此 事 遗 憾 万 分 . 作者 愿 以 再 版 
上 比 书 帮 献 先生 ! 

本 版 与 初版 的 主要 差别 是 增加 了 第 五 章 ; 高 维 欧 氏 空间 的 超 
曲面 .这 是 三 维 欧 氏 空间 中 曲面 论 的 最 直接 和 最 自然 的 推广 ,至 今 
还 在 发 展 . 建议 这 一 章 作 为 学 生 讨 论 班 的 内 容 . 限于 作者 水 平 , 书 
中 难免 雇 误 与 不 受 之 处 ,欢迎 广大 读者 批评 指正 ， 

最 后 , 借 此 机 会 , 谨 向 被 本 书 引 用 的 文献 作者 、 对 本 书 厚爱 的 
读者 、 国 家 自然 科学 基金 会 .浙江 大 学 数学 系 和 浙江 大 学 出 版 社 ， 
致 以 庄 心 感谢 ， 


沈 一 兵 
2005 年 9 月 
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第 一 章 ”活动 标 染 法 


活动 标 架 法 是 由 法 国 大 数学 家 EE. Cartan (1869 一 1951) 发 扬 
光大 的 , 现 已 成 为 研究 微分 几何 和 几何 分 析 的 有 力 工 具 . 我们 在 这 
里 只 作 最 初步 的 介绍 ,目的 是 为 后 面 讨论 曲线 和 曲面 儿 何 性 质 作 
准备 . 


$1 芝 正 标 架 


1.1 公正 标 架 


考虑 通常 的 三 维 欧 氏 空间 也 ?. 在 ER: 中 可 引 人 一 固定 的 右手 系 

直角 坐标 标 架 {O;El,E,,E,}) ,其 中 OO 是 原点 ,EE,,E,,E, 是 三 个 相 
互 正 交 的 单位 向 量 ,它们 构成 右手 系 . 本 书 中 向 量 也 用 普通 拉丁 字 
母 表示 ,省 去 了 字母 上 头 的 箭头 .读者 可 从 上 下 文中 辨认 这 点 . 
从 工 出 发 的 任意 三 个 相互 正 交 的 单位 癌 量 CE1562 ,esi 它们 构成 右手 
系 , 如 图 I-1 所 示 . 显然 , {0O;El,Es,Es} 也 是 一 个 么 正 标 架 ,但 它 
一 旦 取 定 后 ,就 固定 不 动 了 . E? 中 的 点 xz 对 应 有 位 置 向 量 OX; 以 后 
我 们 就 把 z 看 成 位 置 向 量 Ozx 而 不 再 一 一 说 明 . 

E* 中 所 有 么 正 标 架 的 全 体 构成 一 个 标 架空 间 , 它 依赖 于 六 个 
参数 :三 个 参数 用 来 确定 标 架 的 顶点 z 的 位 置 ,三 个 参数 用 来 确定 
右手 系 的 三 个 单位 向 量 {e1,es,es) 绕 顶 点 的 旋转 . 从 刚体 运动 学 
知 ， 活动 标 架 { 人 zjyelyeyyey) 可 由 固定 标 架 {0;El,E,,E;} 经 适当 平 
移 和 旋转 而 得 . 六 个 参数 可 理解 为 zx 的 三 个 坐标 和 标 架 旋转 的 三 

es | 。 


个 Euler 有 角 . 
E* 中 的 一 个 运动 
是 指 由 平移 和 旋转 组 
成 的 一 个 点 变换 . 在 运 
动 下 ,空间 两 点 的 距离 
和 两 向 量 之 间 的 角度 
都 保持 不 变 . 显然 ,所 
有 运动 的 全 体 构 成 一 
个 群 G, 称 为 E 的 运动 
群 . E’ 中 任 一 么 正 标 架 
总 可 由 固定 标 架 经 一 
运动 ( 即 G 的 一 元 素 ) 
得 来 . 因此 ,下 : 的 运动 
群 C 与 标 架 空 ; 间 是 一 一 对 应 的 . 我 们 可 把 么 正 标 架 看 成 运动 群 G 
的 元 素 的 几何 表示 ,从 而 使 标 架 空间 与 G 等 同 起 来 . 
现 设 E’ 中 连续 可 微 地 变动 的 么 正 标 架 依 赖 于 m( 志 6) 个 参数 


Fr? 


J "os : 


图 I-1 


T= XU ,MU), Ci= eu yuU"), (f= 1,2,3). 
那么 ,这 样 的 正 标 架 的 全 体 称 为 m 参数 的 活动 标 架 场 ,它们 构 
成 标 架空 间 ( 即 C) 的 一 个 m 维 子 空间 .EE; Cartan 的 活动 标 架 法 的 
主要 思想 是 ,通过 活动 标 架 这 座 桥 梁 , 把 所 研究 的 几何 图 形 ( 子 空 
间 ) 看 成 G 的 子 空间 ,然后 把 C 的 性 质 自 然 地 诱导 到 这 个 子 空间 
土 , 从 而 得 出 所 要 研究 的 图 形 在 G 变换 下 不 变 的 几何 性 质 . 这 正 是 
Lie 群 论 在 微分 几何 上 的 应 用 . 

下 面 举 两 个 大 家 熟悉 的 例子 . 

例 于 单 参 数 么 正 标 架 场 ) ”给 定 E 中 一 条 光滑 曲线 C : z = 
zs) ,其 中 * 为 弧 长 参数 . 在 曲线 C 上 每 点 可 配置 一 个 Frenet 标 
如 站 


二 TX(5)， | BGs) 


1 一 和 ==7()， 


d7 /|dT 
6 = 时/ ds 

es = 717(s) xX NGG) = B(s). 
这 样 ，{x(s);e1(s) ,es(s) ,ea(s))} 
就 构成 一 单 参数 活动 标 架 场 . 反之 ， 
一 个 单 参数 活动 标 架 场 的 项 点 摘 绘 
出 空间 的 一 条 曲线 ( 见 图 1-2). 因此 ， 
空间 曲线 C 可 看 成 运动 群 G 的 一 维 
子 空间 
例 2( 双 参数 么 正 标 架 场 ) ”给 定 记 中 一 片 正则 曲面 MM := 
ziu) ,其 中 (xz) 为 一 般 坐 标 网 .于 是 ,在 M 的 每 点 ZGx ,zz) 可 配 

置 一 个 乏 正 标 染 : 


二 X(U,v), 


一 N(s) 9 


图 1-2 


op A 
| 
。 二 7 CO— (XTX, * ei)e) 
| 一 (zu。，ei)el| 


e3 一 el Xe, = n(u,v). 


这 里 zx, 一 ,x, = 二 CE ,nlu, 


v) 就 是 M 在 z 的 单位 法 回 
量 . 这 样 ，{(zGuyz)]5el(Ca， 
v),es(usv),es(u,v)} 就 构 
成 一 双 参 数 的 活动 标 架 场 
( 见 图 I-3). 反 之 , 任 一 双 参 
数 活 动 标 染 场 的 顶点 描绘 出 空间 -一片 曲面 . 因此 ,曲面 可 看 成 运动 
群 G 的 二 维 子 空间 . 


1-3 


1.2 人 么 正 标 架 的 运动 方程 


设 {(z(z)yei(z)} 是 瑟 中 的 产 ( 委 6) 参数 活动 标 架 场 ,这 里 约 
定 
z 一 (017 一 2)3. 
它们 关于 固定 么 正 标 架 {O; 有 ,天 匹 ) 有 分 解 式 
T= 7 (WE,, 
{ 一 a!(wE,. 
其 中 ,x'(u) 和 ailu) 都 是 参数 x 的 函数 . 这 里 及 以 后 ,我 们 采用 
Einstein 求 和 约定 : 凡 一 项 中 出 现 两 个 相同 的 指标 (一 个 在 上 ,一 
个 在 下 ) 即 表示 对 该 指标 求 和 . 这 个 指标 称 为 是 指标 ,或 求 和 指 
标 . | 
GD 中 (af) 是 正 交 矩 阵 , 设 其 道 矩 阵 为 (六 ) , 则 


(1.1) 


E, = ble,. (1. 2) 
取 (1. 1) 的 微分 得 
dr = (dr )E,, 
{ = (daD)E.,. ‘1:3) 


奉 记 zx 十 du) 处 的 标 架 为 {zx(w 十 du) ;ei(w 十 du)), 则 忽略 二 阶 
以 上 微分 后 ， 它 便 是 {z 十 dz ;e; 十 de,;}. 因此 , (1. 3) 表示 标 架 
(TX(w);ei(w)} 经 无 穷 小 变换 ur>z 十 du 后 ,无 穷 小 位 移 dz 和 无 穷 
小 回 量 de 在 固定 么 正 标 架 下 的 分 解 式 .注意 到 
dz: 一 der， qda7 一 da (a 一 1 …… ,mm), 
把 (1.2) 代 人 (1. 3) 便 得 
dz = we,, 
本 


其 中 ， 


J 
oi = TW du = b Tidu’, 
(1. 5) 
z z Qa: 
wi = Tl(u)du = ob Fd. 


由 (1.5) yw 和 wi’ 都 是 due 二 1,…,m) 的 一 次 形式 ,其 系数 是 ww 
的 函数 . 它们 是 关于 变量 w 的 一 次 微分 形式 ,或 Pfaff 形式 , 称 为 


活动 标 架 的 无 穷 小 运动 分 量 
wj 不 是 都 独立 的 .因为 e 是 么 正 标 架 , 即 
Ce; 一 O01, 
微分 上 式 , 表 利用 (1. 4), 便 有 
wi 十 wi; 二 0. (1.6) 
注意 ,这 里 上 和 7 都 不 作 和 . 由 (1.6) 可 见 , 九 个 wi 其 实 只 有 三 个 . 
方程 (1. 4) 连同 关系 式 (1. 6) 称 为 活动 标 架 的 运动 方程 ,其 中 系数 
ww 是 标 染 的 无 穷 小 位 移 分 量 ;wi 是 标 架 的 无 穷 小 旋转 分 量 . 后 面 我 
们 将 看 到 ,这 些 一 次 微分 形式 还 要 满足 某 些微 分 关系 式 . 
由 (1.4), 在 夭 正 标 架 下 , 子 空间 上 弛 长 的 微分 ( 即 线 素 ) 可 表 
示 为 
= lar = wed ve) = De (1.7) 


现在 自然 要 问 : 任 意 给 定 六 个 m( 志 6) 参数 的 一 次 微分 形式 
w' 和 (满足 关系 (1.6)) ,是否 能 在 E: 中 确定 一 m 参数 活动 标 架 
场 , 使 它 的 无 穷 小 运动 分 量 就 是 这 六 个 一 次 微分 形式 ?这 个 问题 的 
存在 性 解答 将 在 后 面 8$ 3 中 给 出 ,这 里 先 叙 述 它 的 唯一 性 结果 . 
定理 1.1( 唯 一 性 ) 已 给 mr( 志 6) 参 数 的 两 个 活动 标 架 场 {z; 
ec) 和 {Zz;e;} ,它们 的 无 穷 小 运动 分 量 分 别 为 {wi ,wi} 和 {ww,wi). 车 
wi' 二 wi'， oi 二 wi, 则 这 两 个 活动 标 架 场 可 通过 EF 中 的 一 个 运动 相 
重合 . 
证 明 ”对 于 某 一 固定 参数 二 (ww ,…,u"), 可 通过 Es 中 的 
. . . 


一 个 运动 使 
(Tuo) ;ei(u0) 一 {Xx(uo) ye(uo)} (1 = 1,2,3). 
设 {e;} 和 {e;) 关于 固定 么 正 标 架 {0O;E1,E;,E3) 的 表示 为 
ei = aiE;, e; = alE.. 
代入 运动 方程 便 有 
da! 一 oa 和 
da! = wal = wal (1 < i,k < 3), 
这 里 应 用 了 条 件 w = ef. 由 于 关系 (1. 6) ,我 们 有 
d( aia ) = 2 (aia! 十 alwiat) 


一 3 十 w )alar 
一 0. 
这 表示 之 , (afa') 与 4 一 (uw'，…,w") 无 关 . 然而 ,由 正 交 矩阵 性 质 ， 
人 ai 一 04, 并 且 在 wo 一 (uo，"…* ,U0) 处 ， 
a! (wo) 一 a! (uo ). 
因此 ， 
> alat 一 > ja! uo) at (uo) 一 > jai (uo)at (uo) 一 9. 
于 是 ， 
> Cai ~ ai)at = 0. 
由 线性 方程 组 理论 ,可见 
ay 一 df 
因此 ,对 一 切 ,我 们 有 e = ei. 再 由 运动 方程 及 定理 条 件 , 有 
d(z CO— xXx) 一 > wte, 一 e) 一 0， 
于 是 ， 
过 一 工 一 Xi) — rx(u,) 一 0， 


se Db. 


即 xz 与 工 只 差 Es 中 的 一 个 运动 .证 毕 . 


1. 写 出 例 1 中 单 参 数 活动 标 架 场 的 运动 方程 . 
2. 设 两 族 相 间 参 数 的 活动 标 架 {zie}) 和 {zie 之 间 有 


e， 一 Ate;, 
试 证 :(1) whA1 = dAi 十 wiAt; 
(2) TA; = 2 -十 44， 
其 中 一 72dxze， 凡 一 Ted (a = 1,* ,mm). 


， 设 册 2 让 而 网 第 一生 本 形 赤 | 
T= E(uv)(du) ct Glu v) (dv)’, 
试 证 :对 于 例 2 所 述 的 双 参 数 活 动 标识 场 ,其 无 穷 小 位 移 分 量 是 
~ VEdu, w= VGdv, w= 0. 


3 2 ”外 微分 形式 


为 了 完全 解决 上 节 提 出 的 问题 ,有 必要 从 代数 和 分 析 的 角度 
一 此 研究 一 次 微分 形式 . 


2.1 外 代数 


设 V 是 实数 域 R 上 的 思维 阿 量 空间 , 它 的 一 个 基 为 {oiyao*， 
om}. 于 是 ,任何 元 素 5 EV 都 可 以 唯一 地 表 为 
和 一 50。 (go=1,.…,m). 
我 们 用 如 下 方法 对 Y 中 元 素 从 形式 上 定义 一 种 乘法 , 记 为 : “A 人 ”. 


自 先 ,对 V 的 基 元 系 从 形式 上 作 下 列 乘积 . 
。7。 


4 一 | ，…，772 ; 


Oss 
os. 人 og， 1a 过 Pm; 
Oo A 八 Gu ， 1 过) 之 Qnm; 


ol, 人 0 A 人 A… Mo,. 
其 次 ,对 固定 的 &A( 之 2) ,任意 & 个 基 元 素 的 乘积 满足 下 列 条 件 : 
os 人 人 mA 人 人 mA 人 人 mm 
=—o A Ao AAo A Mo,, 
(a = lm; lp,9 Ek; 2<Ek<m) 

即 两 基 元 素 交换 位 置 ,乘积 变 号 . 由 此 可 见 , 若 4 个 基 元 素 的 乘积 
中 出 现 两 个 相同 的 元 素 , 则 其 值 为 零 ， 

最 后 ,利用 线性 扩张 ,把 这 种 乘法 推广 到 整个 V 上 .例如 , 设 # 
= 0 7= V0 £ = Co, 则 

f 人 了 一 (0) A (og) 


go Nas— S| lon 
一 一 本 -一 机 人 3; 
a < 7 8 a 
E* EE € 


A7A5S= 人 >， 1 7 Tlo, A os AM oy. 
le gv 
(la,p,Y Rm) 

这 种 乘法 称 为 外 乘法 ,所 得 乘积 称 为 外 积 . 

V 中 任意 4 个 元 素 的 外 积 称 为 4 重 元 素 . 由 上 述 定义 知 , 任 一 
个 不 重 元 素 必 是 mm 人 … 人 wm (1 雪 由 二 … 二 败 运 到 ) 的 线性 组 
合 . 一 切 & 重 元 素 的 集合 就 是 以 {fr。A … 人 om } 为 基 的 向 量 空间 ， 
记 为 Vii. 它 的 维 数 是 C" 显然 ,Vi = 了. 我 们 把 RR 记 为 V。. 这 样 就 
有 m 十 1 个 癌 量 空间 : 

。8 。 


Vos Vy ,eV 
Y 。 的 其 他 的 基 便 是 本 节 开 头 所 列 . 注意 ， V 的 基 只 有 一 
个 , 即 oO, “A og,. 
从 训 此 向量 空间 的 直 和 和 , 记 


GV) =V, BV DOV,=OV 
向 量 空间 G(V) 的 维 数 是 
dimG(V) = 2,C% = 2". 
下 一 


现在 我 们 把 上 述 外 乘法 目 然 地 引 人 和 人 CCY) 中 ,使 CCGY ) 成 为 一 
个 代数 .我 们 只 要 在 CC ) 的 基 上 定义 外 积 , 然 后 线性 扩张 到 整个 
CV) 上 就 可 以 了 . 
为 此 , 令 
(oo 人 人 ao) 人 (ae A A og) 
一 Oo 人 和 A 人 asA 人 ap 人，…A 人 ap 和 了 cr 
注意 , 当 & 十 ! 全 刀 时 ,上 式 右边 必 为 零 , 因 为 这 时 右边 至 少 有 两 个 
相同 的 元 素 . 
不 难 验 证 ,这 样 定义 的 外 乘法 满足 结合 律 和 分 配 律 . 换言之 ， 
对 于 99,8,0 EE G(V)，a,b EER, 有 
(Ay)AVI=oA VA)=poAvyA DO, 
(ay 十 20) A0=apA0G+ oy A Dy, 
pA lagi+e0) =ap Ay+ oooh 0. 
注意 , 作 外 乘法 时 ,次 序 不 能 随便 变动 . 定义 了 外 乘法 后 的 GCT) 
就 成 为 具有 单位 元 1 的 结合 代数 , 称 之 为 向 量 空间 VV 上 的 外 代数 ， 
也 称 Grassmann 代数 . 通 第 也 把 C(7 ) 记 为 A(V), 它 的 每 个 子 空 
间 VV 也 记 为 入“ (Vy). 
命题 2.1 外 积 具有 以 下 性 质 . 
(1) 设 99E Vp, ywEV,, 则 


pAV=— DyAvy 
(2) 设 员 =aro EV ，1 二 rr 之 &，1 达 a 达 m, 则 
QT 1 mee a 


pA An= >，| : 0。 人 人 … A 0%. (2.1) 


特别 有 
PA A 9G, = det(ag)ol 人 … A 0,. 
证 明 (1) 因为 外 积 满足 分 配 律 , 故 只 须 考虑 
P= ou A.A 信 ao ， y= ap 人 … 人 op, 
的 情况 . 当 刀 十 4 之 玫 时 ,等 式 目 然 成 立 . 当 大 十 9g 委 到 时， 
PAY= (or A Ao,) A (op A 和 人 ap) 
一 《一 1 ae A (co, 人 人 oo ) 人 (ca 人 和 人 ap ) 
(一 1 op A Aos)A (os 人 人 Ao,) 
= (— DyA 
(2) 由 分 配 律 ， 


天 了 
、 . 
PA Ag = > QI 1d2 2 QO, 人，… 人 Ga, 
和 三 ] . 


| 


这 说 明 gq 人 … 人 9 EV. 但 Vi 的 基 是 
IO A Ao (Qa < mm). 
因此 ,我 们 只 要 把 任意 次 序 o。 人 … 人 o。 变换 成 标准 次 序 5。A 信 … 
Ao(l 志 a 过 wm). 这样 ， 
PPA.Ag | z 
= 5 (3 Dmg)o, A Mo 


la < am {al +e a) 


其 中 2 表示 对 (a ,，… ,Qi) 的 一 切 排列 求 和 , [a ，,… ,a4] 表示 某 


排列 变 成 标准 排列 a 二 … “一 m 的 置换 数 这 正 是 命题 中 (2. ]) 的 


表达 式 . 证 毕 . 
ss 1]O0*. 


2.2 外 微分 形式 
考虑 及 "一 (win,W"*)|uE€R，1 达 a 牵 m). 在 每 点 4 一 
(wu 2 ) 我 们 有 A 个 独立 的 微分 da »""" ,du”， 以 它们 为 茜 元 杂 
可 生成 一 个 实数 域 R 上 的 向 量 空间 , 记 为 Lu. 按 382 中 2.1 的 方 
法 , 便 得 Lu 上 的 外 代数 ACLu) = 由 A 人 *(Lu). 在 每 个 上 维 (0 过 
之 m) 子 空 间 和 人 “(Lu) 中 ,k 重 元 京 具有 如 下 形状 、 
Qa ao da 人 A dua, 


lia I 


设 U CR" 是 一 个 开 区 域 . 


A“(Lu) 中 的 一 个 重 元 素 , 而 且 使 得 它 在 U 上 连续 可 微 地 变化 ， 


因此 ,U 己 R" 上 的 一 个 形式 可 表达 为 
ww 一 >, daa CU) dau" 人 … A du” 
Ia a Em 
一 da .oCU du” 人 … 人 dz. (2. 2 ) 


这 里 系数 都 是 U 上 的 可 微 函数 ,其 中 a。.… (xz) 关于 下 指标 a ，…， 
as 是 反对 称 的 . 第 二 个 表达 式 的 方便 之 处 是 使 用 了 Einstein 求 和 
约定 . 对 于 固定 的 一 点 zx EU ,(2.2) 便 表示 A“(Lu) 中 的 一 个 & 重 
元 素 . 换言之 ,一 个 形式 就 是 区 域 U 上 的 一 个 上 重 元 素 场 . 1 形式 
也 称 为 U 上 的 Pfaff 形式 . 
定义 ”已 给 UU 上 pp 个 1 形式 
w =adu, lrRp; laQm. (2. 3) 
硅 PXm 和 矩阵 (ai) 的 秩 在 U 的 每 点 都 为 p, 则 称 这 个 1 形式 {wr} 
命题 2.2 (2.3) 所 示 的 p 个 1 形式 是 线性 独立 的 充 要 条 件 为 
°。]1*。 


w A Aw 0. (2. 4、 
证 阴 ”由 命题 2.1 的 (2), 我 们 有 


mL A A wr CO— >, . du”™ A … A dz， 


(2. 5) 
现在 命题 可 根据 定义 和 (2. 5) 直接 得 到 , 留 给 读者 作为 练习 . 
引 理 2. 3(Cartan 引 理 ) 设 {w ,9 (1 志 7r 过 p 声 m) 是 2p 个 
1 形式 ,其 中 {w) 是 线性 独立 的 . 那么 ,下 列 等 式 


办 
Jr Aw =0 (2. 6) 
成 立 的 充 要 条 件 是 8" 可 表示 为 
2 =—=cw (lr,s Ep), (2.7) 


HBc, = ce,. 
证 明 由 外 积 性 质 , 充 分 性 是 显然 的 .下 证 必要 性 . 既然 {ww) 
是 线性 独立 的 , 则 可 补充 94 一 个 1 形式 ef,…,w” ,使 这 r 个 1 
形式 构成 人 '(V) 的 新 基 . 于 是 ,1 形式 9 可 用 新 基 由 ,…:,w" 线性 
表示 . 设 
9 = 十 caw lr,s pp, p+l1 寺 Am. 
代入 (2. 6) 得 
co Aw 二 caw Aw = 0. 
因为 wr 人 w 二 一 ww A w, 故 上 式 左边 第 一 项 合并 间 类 项 后 得 
Ce, — cw Aw 二 cw Aw = 0. 
因为 wv 人 A wt(s 二 7r) 和 ow A w 都 是 和?(V) 的 基 元 , 故 上 式 意味 着 
lr,s pp; 
p+1l<A<m)l 
因此 ,2- 必 有 (2.7) 的 表示 式 . 证 毕 . 
。12 。 


Crs Csr Cra 一 0 


推论 ” 设 w 是 非 零 1 形式 , 则 1 形式 9 与 w 相差 一 因子 的 殉 
要 条 件 是 pA w= 0. 

引 理 2.4 设 w(l 志 r+r 肆 pp) 是 pp 个 线性 独立 的 1 形式 ,0Q2 是 
2 形式 .那么 ,要 使 


人 三 0 mod(w!,.,w?) (2. 8) 
的 序 要 条 和 件 是 存在 pp 个 1 形式 ‘i9') ,使 得 
0 = > A 9 (2. 9) 


证 明 ”充分 性 是 显然 的 . 下 证 必要 性 . 人 杀 充 m 一 上 个 1 形式 
ww ,使 (lw)} (1 夺 a 三 m) 构 成 一 新 基 . 2 关于 新 基 有 表示 式 


{12 一 cn A w+ Dene A wt > cw A cn 


A 


(1 和 7r) pp; p11Ainm) 
条 件 (2. 8) 意味 着 cu = 0, 故 上 式 成 为 


0 一 Zw 人 (> andr 十 > jcaw’) ， (2.10) 
> 。 1 


其 中 已 令 
2r- 一 一 0v 一 Fc (7 < 5). 
现在 只 要 
0 -20 十 ca 
(2. 10) 束 化 为 (2. 9). 证 上 毕 . 
2.3 外 微分 


用 A〈C) 表示 U CR” 上 形式 的 全 体 ,并 记 A (UV) = 
由 A*U). 我 们 要 在 和 (U) 中 引入 一 种 微分 运算 ,叫做 外 微分 , 仍 
采用 记号 “d”. 为 了 书写 方便 ,我 们 把 人 “CU) 中 的 元 素 , 即 形式 
写成 
。 13，。 


一 Qo a (UI dN 人 … 人 du, (2. 11) 
其 中 指标 a ，… ,Qi 按 Einstein 求 和 约定 从 1 到 mr 求 和 , 系数 
4 .ou) 关于 下 指标 是 反对 称 的 ， 
定义 ”外 微分 算 子 d 是 一 映射 , d : A (CD) 一 人 (CD 它 
定义 如 下 :对 于 (2.11) 所 示 的 wE A*(U), 令 
dw = das A du A A du 


一 gu? A du A A du € A“T!IU). 
显然 ,车 EA*CU) = C™(U), 则 外 微分 就 是 普通 微分 . 着 w € 
A”(D), 则 dw 二 0, 最 后 ,把 外 微分 运算 扩张 到 整个 和 人 (UV) 上 . 

命题 2.5 外 微分 算 子 d 具有 如 下 人 性质: 
(1) 右 8,y 是 任意 两 外 微分 形式 , 则 
d(p+ y) = dyp+t dy. 
(2) 若 wE A*(U),p 是 任意 外 微分 形式 , 则 
do A p= dw A yt (— 1)w A dy 
证 明 (1) 是 定义 的 直接 结 采 .下 证 (2). 
设 ww 如 (2.11) 所 示 ， 
P= beg udu A A dz/ 
于 是 
人 0 一 da abp "bedu" A A du A du® A dza. 
因此 
dl(w A 9) = bn 十 Qe a ek A dau"! 
A ... A dus 
Oa, .0 
一 [du A da A 人 … 人 du | 
A (pedae A -A dwr | 
十 《一 1) (ao.adu" MN: A du) 
。14 。 


Wa .8, 
人 一 A du A 和 A dau” 
= dw A 9+ (~ 1)w A dp 
证 毕 . 
引 理 2. 6(Poincaré 引 理 ) 任何 外 微分 形式 的 两 次 外 微分 为 
证 明 设 w EA*(U) 如 (2.11) 所 示 . 按 定义 ， 
Ms .0 
dw 一 2 A dr A … A dx， 


dzw = d(dw) = 一 天 二 dz A dus A dus 人 A … A dus®. 
六 Fa 9 au 
CT “人 LE] ds d a] 加 d a . 
> Me ut 5 A A " 和 人 " 


一 一 0. 
证 毕 ， 

对 于 一 个 外 微分 形式 ,大 dw 王 0, 则 称 w 为 财 形式 ; 乔 存 在 
另 一 外 微分 形式 & 使 dg = %, 则 称 名 为 恰当 形式 由 Poincaré 引 理 ， 
恰 当 形 式 必 是 闭 形式 . 自然 要 问 ; 闭 形式 是 否 必 为 恰当 形式 ?一 般 
来 说 ,这 是 不 对 的 . 例如 ,考虑 定义 在 R* 一 {0} 上 的 1 形式 

tw 一 - -一 te 0 zd 

容易 验证 dw 一 0. 但 w 在 R’ 一 {0} 上 不 是 恰当 形式 .事实 上 ,虽然 
可 以 作 函 数 f 二 arctg 一 使 df 二 ww, 但 f 在 v 轴 (二 0) 上 不 连续 ， 
故 /不 定义 在 整个 R? 一 {0} 上 .然而 ,可 以 证 明 , 闭 形式 局 部 地 是 
恰当 形式 ,可 参考 文献 [61. 

2.4 ”微分 形式 的 积分 


在 数学 分 析 中 ,有 下 列 平面 上 的 Green 公式 ， 
。15 。 


|Pdz + Qdy = 用 爱 加 9 | drdy, (2. 12) 
和 上 


其 中 右边 是 xy 平面 上 由 闭 曲 线 C 所 包围 的 有 界 区 域 D 上 的 二 和 草 
只 分 ,左边 是 沿 闭 曲线 C 的 正 向 进行 的 曲线 积分 . 这 里 C 的 正 问 是 
指 : 当 我 们 沿 着 的 正 同 前 进 时 ,区 域 忆 总 在 我 们 左边 . 曲线 C 称 
为 区 域 D 的 边界 ,可 记 为 9D. 
夺 我 们 引入 有 问 面 积 元 dz A dy, 并 令 
w= Pdz + Qdy, 
其 中 已 ,Q 均 为 Xx,y 的 函数 , 则 


因此 ,(2.12) 可 改写 为 


|o= jd 
这 个 公式 可 推广 到 高 维 的 一 般 情况 . 
定理 2.7 设 必 是 FE” 中 的 一 个 p 维 (1 过 2p 忒 nn) 定向 区 域 ， 
9M 是 MM 的 边界 ,具有 从 M 诱导 的 定 问 . 若是 M 上 的 (p 一 1) 形 
式 , 则 有 z 
|o= la : (2. 13) 


这 个 公式 通常 称 为 Stokes 公式 , 它 的 证 明 超出 了 本 讲义 的 范 
围 , 读 者 可 参考 文献 L6j. 

当 nn 一 3,p 二 2 时 ,MM 是 户 中 的 一 定向 曲面 区 域 ( 即 规 定 了 曲 
面 法 方 癌 的 曲面 区 域 ),W 的 边界 3M 是 也: 的 一 条 闭 曲 线 , 它 的 正 
回 导 M 的 法 方向 符合 右手 法 则 ,如 图 I-4 所 示 . 

讽 

w= Pd7 ++ Qdy 二 + Rdz, 
其 中 P,Q,R 是 x+,y,z 的 函数 ,那么 
。 16 。 


图 I-4 


kK 


守 一 各 |dy 全 十 | 完 一 竹 |d A dz 


do 一 | 元 一 二 
ac oF 
+ | 他 一 jd A dy 


这 时 Stokes 公式 (2. 13) 就 成 为 
| Pdz 十 人 dy 十 Rdz 
aMf 


过 
gr 


_ | 中 a 
-| 区 |dy 人 dz 十 | |dz A dz 


dy 


十 这 一 元 dz A dy. 
这 就 是 通常 数学 分 析 中 的 Stokes 公式 . 
当 n = 二 3,p = 二 3 时 ,MH 是 EE 中 的 一 个 区 域 ,MM 的 边界 9M 是 到 
中 的 财 曲 面 . 


设 


w= Pdy A dz Qdz 人 dr 十 Rdz A dy, (2. 14) 
则 (2. 13) 成 为 
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Pdy A dz 二 Qdz Adz 十 Rdz 人 dy 


oP 0 ak 
M 


ax 


这 就 是 数学 分 析 中 的 Gauss 公式 (或 称 OQcTrporpancruii 公式 ). 
2] 题 


1. 详细 证 明 命 题 2. 2. 

2. 设 {01,"…,0m) 是 内 维 向 量 空 间 耻 的 基 ,P 三 0 人 … 人 
(0 二 Pp 二 mm). 试 证 :着 wEV 满足 ww 人 9 二 0, 则 w 是 0 ，,… ,0 的 
线性 组 合 . 

3， 设 中 一 >, Qoadu” 八 dx ， au 十 Qags 二 0. 求 证; 


la<CpEm 
| 5 
lay Qf 
4. 设 8 二 yzdz 十 dz， y= 二 xzdy 十 cosydz+， 7 二 xydz 一 
sinzdy, 计 算 :CDpAy,， yA7, 7A 9; (2)dy, dy, dy. 
D。 过 工 一 CUTD)， yy 一 y(t;2z) 证明: 


二 yy) 
9(x,v) 


6. 求证 :1 形式 中 = yzdx 十 zzxdy 十 xydz 是 闭 形式 ,并 且 找 
出 函数 了 使 得 df = ww. 

7, 设 上 (u,v),F(lu,v),GC(u,v) 是 曲面 的 第 一 基本 量 . 作 参 数 
变换 & 二 wluyv)，v 二 vl(u,v), 并 记 匠 ,F,G 是 新 参数 下 的 第 一 
基本 量 . 求证; 


VEG— Fdu Adv = vVEG— Fidu A dv. 


dw 一 dz A dz A dz7， 


Mp Ol gy 
Qu” 下 Nu” + 


dr A dy du A dv. 


°° 多。 


3 可 积 系 统 


现在 回 到 活动 么 正 标 架 . $ 1 中 已 导出 了 一 个 双 ( 委 6) 参数 的 
么 正 标 架 场 {z;ei}) 所 要 满足 的 运动 方程 ,其 中 包含 六 个 1 形式 
{ww} 二 ww 二 0，1 过 1,7 二 3). 


3.1 五 * 的 结构 方程 


”对 运动 方程 (1.4) 的 两 边 进 行 外 微分 ,根据 引 理 2. 6 ,得 
0= d(dzr) = (dw)e; — w 人 de 一 (dow 一 A wi)e,, 
0= d(de;) = (dw)e; -— WW A dej; = (dw! — wt M\ wi)e,. 

由 此 ， : 
dw =w A w, ww = 0, 
{A oD 
这 便 是 运动 方程 中 六 个 1 形式 所 要 满足 的 微分 关系 式 , 它 们 称 为 
E 的 结构 方程 . 结构 方程 反映 了 Es 中 活动 么 正 标 架 场 的 内 在 构成 
特征 . 从 微分 方程 论 的 角度 来 说 ,结构 方程 是 运动 方程 的 可 积 性 条 
件 .事实 上 ,$1 中 所 提 的 存在 性 问题 , 现 可 解答 如 下 . 
定理 3.1( 存 在 性 ) ”任意 给 定 六 个 m( 二 6) 参数 的 1 形式 {w'， 
(十 wi 一 0， 1 二 i1,j7 志 3). 如 果 它 们 满足 结构 方程 (3.1), 则 
在 E” 中 存在 m 参数 的 右手 系 活动 么 正 标 架 场 {zje;} ,使 得 它 的 无 
穷 小 运动 分 量 就 是 这 六 个 1 形式 ,而 且 , 这 样 的 活动 标 架 场 确定 到 
只 差 E* 中 的 一 个 运动 . 
为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 必须 叙述 有 关 一 阶 微分 方程 组 的 可 
积 性 条 件 . 


3.2 ”Frobenius 定理 


讽 U 是 R" 中 的 一 个 连通 区 域 ,已 给 U 上 pp( 过 mm) 个 线性 独立 
es 19.。 


的 1 形式 


2 = a’(u)du’, 1] 三 7 世上 p， ] 委 a 和 安 71. (3.2) 
这 里 ,ww 二 (20 ,…:,u”) EU. 作 方程 组 
p 一 0，1 乏 7 委 1. (3. 3) 


它 称 为 U 上 的 一 个 Pfaff 方程 组 . 既然 (3. 2) 的 个 1 形式 是 线性 


独立 的 ,不 失 一 般 性 ,可 假设 矩阵 (as) 中 的 前 一 个 p 阶 子 式 (a;) (1 
< rr, 夺 p) 是 满 秩 的 , 即 / 
0 二 a'(u)dw’ 十 ailu)du, 1 过 r,s 之 pp,， pp 二 lAi<m. 
定义 “” 若 在 过 中 存在 (m 一 p) 维 曲面 MM: 
J (3. 4) 
使 得 把 上 述 孙 数 w(w*,…,u”) 代 入 9 后 ,9 二 0, 即 


a (ur 1 ,1™) sid 十 QIKzPT1 2 do’ = 0 ， 


则 称 为 方程 组 (3. 3) 的 积分 曲面 ,MM 的 方程 (3. 4) 称 为 方程 组 
(3. 3) 的 解 . 车 过 U 中 每 点 都 存在 唯一 的 Gm 一 p) 维 积分 曲面 , 则 
方程 组 (3. 3) 称 为 完全 可 积 的 . 
定理 3. 2(Frobenius 定理 ) ”Pfaff 方程 组 (3. 3) 完全 可 积 的 充 
要 条 件 是 
do” 三 mod (9g!,.. ,9?), (3. 5) 
即 dy" == 0 是 (3. 3) 的 代数 推论 . 
证 明 因为 {p”} 是 线性 独立 的 ,不 妨 设 
det(a' (nw)) 0， 1 过 r,s 过 p. 
用 (6;(w)) 表示 (a;(w)) 的 道 和 矩阵. 这 样 , 方 程 组 (3. 3) 等 价 于 方程 
组 
wi 二 bp =0,， lr,s 人 pp. (3. 6) 
(3. 6) 就 是 
w=du t+codu=0,， lrp,， p+l1A<m，(3.7) 
者 20 二 


其 中 
Cc 一 201， 1 三 r7r,s 夺 p， 户 十 工 和 4 所 11. 


显然 ,方程 组 (3.7) 等 价 于 下 面 的 一 阶 偏 微 分 方程 组 

2 =— cilu), 1 过 r7 达 pp，p 十 1] 夺 4A 夺 mm. (3.8) 
根据 一 阶 偏 微分 方程 的 理论 , (3. 8) 完全 可 积 的 充 要 条 件 是 

( 即 (3. 4) 中 国 数 xz 的 二 阶 仿 导数 次 友 可 有 交换) 


CG, 1] 过 r,s 三 p,， p14A,4 夺 mm. 


(3. 9) 
以 下 我 们 来 验证 这 一 点 . 
对 (3. 6) 外 微分 ,得 
dw = db A 9’ + brdy.. 
由 引 理 2. 4, 条 件 (3. 5) 意味 着 
dp "=9 Av9’, 
其 中 9 是 0 上 的 1 形式 .因此 ， 
der = (db + bp) A oP: 
= (asdb’ 十 albp) A w 
二 0 mod (w ,**. ,cw?). (3. 10) 
这 表明 ,对 Pfaff 方程 组 (3. 6) 来 说 ,类 似 于 (3.5) 的 条 件 也 成 立 . 
反之 ,从 (3. 10) 可 推出 (3. 5). 
另 一 方面 ,对 (3.7) 外 微分 ,可 得 
do 一 dc A dz 


Ge ET 
一 de A dw 十 | 5 一 -Cdx” A dz 
A 和 Mu Bu * 


由 此 可 见 ,(3,10) 成 立 当 上 且 仅 当 上 面 右 边 第 二 项 消失 , 即 (3. 9) 成 
立 . 因此 ,方程 组 (3. 8) 完全 可 积 的 充 要 条 件 是 (3. 10) , 即 (3. 5). 
证 毕 . 


。2]1。 


注 ”Frobenius 定理 有 多 种 表达 形式 ,也 有 多 种 证 明 方 法 , 参 
见 文献 [6]. 
定理 3. 1 的 证 明 
用 已 给 的 六 个 1 形式 {w ,ww)w 十 邓 三 0，1 委 :7 和 过 3) 构 
造 下 列 未 知 变量 为 zx(x) 和 elu) 的 向 量 形式 的 Pfaff 方程 组 : 
D: 一 dx 一 oei 一 0， 
人 :二 de; 一 wei 一 0. 
对 (3. 11) 外 微分 ,利用 (3. 11) 得 
do 一 一 (dwi)e; + w A de; 
= DC— do towh wet ow A yb, 


1] 1,] 二 3 (3.11) 


dy 一 一 (dw )e， 十 OU 入 de， 
= > det A whet oi Ay 


由 于 w ,ww 满足 结构 方程 , 故 得 
d2= 三 0 mod(w,y,), 
| ==0 mod(y,y.). 
这 正 是 方程 组 (3.11) 的 可 积 性 条 件 . 由 Frobenius 定理 ,方程 组 
(3. 11) 完全 可 积 . 这 就 是 说 ,给 出 任 一 初始 条 件 : 
XT(U0) 一 Xo, ei(Uo) = (ei)o， 1 委 : 和 3， 
存在 一 天 参数 活动 么 正 标 架 场 {z(xz)ye:(z))} ,使 当 xz = 二 wo 时 ,满足 
初始 条 件 . 条 件 w 十 必 三 0 保证 e(x) 是 两 两 正 交 的 单位 向 量 . 不 
同 的 初始 条 件 意味 着 不 同 的 初始 标 架 . 根据 定理 1.1, 它 们 的 解 只 
差 空 间 的 一 个 运动 . 定理 3. 1 证 毕 . 
3.3 用 活动 标 架 法 研究 曲面 
作为 上 述 理论 的 应 用 ,我 们 考虑 了 中 的 曲面 . 因为 对 曲线 来 
说 , 它 对 应 单 参数 的 活动 乏 正 标 架 场 ,这 时 w 和 oxi 都 是 单 参数 的 1 


形式 ,它们 的 外 微分 为 零 , 故 不 存在 结构 方程 . 
。 0D0O 。 


(3. 12) 


3.3.1 第 一 和 第 二 基本 形式 
设 E’ 中 曲面 M 的 方程 为 x 二 Xlw ,ww ), 这 里 Zz 表示 MM 上 凡 


的 位 置 问 量 . 记 Xx 一 ,a 一 1,2, 它 们 不 一 定 正 交 ,但 Xl X Za 天 
0. 取 


XI Xz 
Es 
| > X Te | 


于 是 , 乏 正 标 架 的 为 外 两 个 向 量 e, 和 es 必 位 于 与 es 正 交 的 M 的 切 
平面 内 ,并 且 它 们 还 可 以 在 切 平面 内 绕 es 随意 旋转 . 设 切 平面 上 有 
这 样 两 组 标 架 {ei,e;) 和 {ei ,ei) ,它们 之 间 的 转角 为 2 见 (图 I-5). 
那么 便 有 


£3 一 


图 I-5 


ej 一 eicos 十 essin 0， 
(3. 13) 


es 一 一 elsin 0 + escos 6. 
我 们 要 研究 在 上 述 旋转 变换 下 不 变 的 曲面 的 几何 性 质 . 
对 于 这 样 的 双 参 数 活 动 标 架 场 {x ;ei ,e;,e3) 其 运动 方程 为 
dz 一 we， wi 二 0,， 
{ — wie, w+w—o. 3. 14) 


。23 。 


这 里 及 下 面 ,指标 取 值 范围 约定 如 下 : 
ca 0 一 1;2; 1 1 一 了 23 

因为 dz 二 xsdu*, (zzs) 也 是 切 平面 上 的 基 ( 不 一 定 正 交 ) , 故 存 
在 满 秩 矩阵 (a4) ,使 z. = axes. 代 人 dz = zudx“ ,并 与 (3. 14) 的 第 
一 式 相 比较 ,得 

w" = Q&5dz， (3.15) 
既然 (es) 是 满 秩 的 , 故 wi 与 w? 线性 无 关 , 即 w A 到 天 0. 

现 设 对 于 活动 标 架 场 {x;el,e;,e3} 有 
dz 一 ae ，ows 一 os 一 0，. 


将 (3. 13) 代入 上 式 , 再 与 (3. 14) 相 比 较 ,可 得 


fol = wicos 0 十 ozsin 0， 
oa: 一 一 wisin 0 十 wicos 6. 
由 此 不 难 验 证 
ol 人 w= wt 人 ol， (3. 16) 


即 这 是 在 变换 (3. 13) 下 不 变 的 2 形式 . 
由 (3. 14) 的 第 一 式 ,M 的 第 一 基本 形式 可 写 为 
1 = di = [dz|? = (obD: 十 (oz = (Wi)’ + (t)’, 
(3. 17) 
即 它 也 是 在 变换 (3.13) 下 不 变 的 . 注意 ,这 是 二 次 微分 形式 ,不 是 
一 次 外 微分 形式 . 
把 (3.15) 代入 (3.17), 可 得 
I = E(du')’ 十 2Fduidu’? + G(du’)’, 
其 中 : 
E= (a) 二 (a):, F= (alal + aiai), G = (al)’ + (a?):. 
容易 验证 
wi A w= (ala? — aial)du'! A de = VEG — Fidu! 人 dz2. 
/ (3. 18) 
»。 4。 


这 表明 w' A wr 就 是 曲面 W 上 的 (有 同 ) 面积 元 
特别 地 , 当 和 参数 曲线 网 (ww ,ww) 为 正 交 网 时 ,我 们 可 取 沿 曲面 

的 双 参 数 活 动 乏 正 标 架 场 {T;ei;} ,使 得 
1 = ECdw)’ + G(du’)’ = (w)’ + (w)?, 


~ VEdu, w= VGdu, ww Aw = vVEGdu' A du:. 
(3. 20) 


(3. 19) 


由 于 沿 曲 面 w = 0, 由 (3.1) 的 第 一 式 得 
| = Aw =—w A oo， 
(3. 21) 
: dw = w! A wi, 
这 里 wi 一 一 由 这 组 方程 唯一 确定 .事实 上 , 设 
wi 一 pw! 十 9o2 ， 
把 它 代 和 (3. 21) , 便 得 


dew! dw 
Pp cwl 人 cw Cl 人 (2 
即 
dw! do” 
“= A ta (3. 22) 


由 于 ww ,w 由 第 一 基本 量 确定 ,dw ,dw? 也 然 , 故 只 也 由 第 一 基本 
量 所 确定 . 换言之 ,这 些 形 式 都 是 (关于 曲面 ) 内 蕴 的 . 
现在 对 ww = 0 外 微分 ,利用 (3.1), 得 
0 一 do 一 OAow 十 o A wi. 
因为 w A or 隆 0, 应 用 Cartan 引 理 ( 引 理 2. 3), 便 有 


wi 一 bnw! 十 bi,w, 
和 = bw + bew, 12 一 Oba. (3. 23) 
于 是 
de = aiel 十 wies 一 一 (wie) 十 wie,) 
一 一 (pw 十 Do2)el — bow! 十 bo )e,. 
因此 ,曲面 的 第 二 基本 形式 是 


e 2D 。 


I 一 一 dr， de; = wiw 十 ww’ 
一 ii(ol): 二 2b1w 十 bos Co) 7. (3. 24) 
不 难 验 证 ,二 次 微分 形式 也 与 标 架 变 换 (3. 13) 无 关 . 
如 果 把 写成 普通 形式 
HE = Ldu')’ 十 2Mduidu’ 十 N (du’)’, 
则 把 (3. 20) 代入 (3. 24) ,比较 上 式 便 得 


bil 一 一 (3. 25) 


F， 
3.3.2 主 曲 率 .Gauss 曲率 和 平均 曲率 
设 曲 面 M 上 的 曲线 C 由 下 列 参 数 方程 给 出 
u = WU (s), 
其 中 ;是 C 的 弧 长 参数 . 设 C 的 单位 切 向 量 7(s) 与 e 的 交角 为 0， 
在 切 平面 内 取 单 位 问 量 Q@, 使 得 Q@ = es X 了 ( 见 图 1-6). 于 是 ， 
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T = ecos ! 十 exsin 0， 
. (3. 26) 
Q =— esin 0 escos 0. 
因为 
T = CF = (wie, 十 we,) /ds, 
与 (3. 26) 的 第 一 式 相 比较 ,可 见 沿 曲线 C 有 
wl = cos ds, w= sin 6 ds. 


微分 (3.26) 的 第 一 式 , 利 用 运动 方程 (3. 14) ,多 得 
d7 = (de)cos 0 一 elisin0Odbo 十 (de)sin 0 十 ecos 0 d0 


= (d0 十 wi)Q 二 (wicos 0 十 wisin 0)e,. (3. 27) 
由 此 ,曲线 的 测 地 曲率 是 
ks = FQ = (d0 + wf) /ds, (3. 28) 
沿 工 方 癌 的 法 曲率 是 
k, =— es 一 (wicos 0 + ejsin 0)/ds 


= (ww 十 Bw’) /ds 


I 
= 本 (3. 29) 


注意 ,在 上 面 诸 式 中 ,所 有 的 形式 都 依赖 于 单 参数 (曲线 C 的 参 
数 ). 

法 曲率 的 极 值 称 为 主 曲率 ,由 (3.17),(3.24) 和 (3. 29) 可 知 ， 
主 曲 率 是 下 列 特征 方程 的 根 : 


bi 一 人 b12 
一 0， 
bz bs 一 4 
Bh 
4 (bu 十 bo) 十 (oapz — 01,) = 0. (3. 30) 


设 方程 (3. 30) 的 两 根 为 和, 则 曲面 的 Gauss 曲率 (总 曲 
率 ) 和 平均 曲率 (中 曲率 ) 分 别 是 
。 DT 。 


K = kik, 一 b110»2 bis, 
H = (hk + ks) = 3 (bi 十 po) 
由 于 1 和 I 都 与 标 架 旋转 (3.13) 无 关 , 故 方程 (3. 30) 及 其 根 也 
与 (3. 13) 无 关 , 从 而 和 和 五 都 是 不 变量 . 
定理 3. 3(Gauss 美妙 定理 ) 曲面 的 Gauss 曲率 玉 仅仅 与 曲 
面 的 第 一 基本 量 有 关 , 因 而 是 内 绰 的 . 
证 明 由 结构 方程 和 (3; 23) ,有 
dw? = wi A wi = (bw! O10) 人 (一 加 oo — bs?) 
=— (bub — bl)w Mw 


一 一 天 w Mwew, (3. 31 ) 
即 太 二 一 doi/(w A ww). 婚 然 wi 是 内 比 的 ( 见 (3.22)), 故 天 也 是 
内 殊 的 .证 毕 . 


注 (3. 31) 就 是 曲面 的 Gauss 方程 . 

3.3.3 曲面 论 基 本 定理 

由 上 述 , 沿 曲面 的 活动 么 正 标 架 场 有 运动 方程 (3. 14) ,其 中 第 二 
式 就 是 曲面 的 Gauss 公式 和 Weingarten 公式 . 这 时 , 结构 方程 是 
do =w Aw, do=w Aw, do=wo Aw+wAw=m0 
和 

do =wo Aw, do=ao Aw, do=w A wi. (3.32) 
(3. 32) 的 第 一 式 是 曲面 的 Gauss 方程 ,后 两 式 是 曲面 的 Codazzi 方 
各 

必须 指出 ,曲面 的 法 向 量 e; 也 可 选 为 它 的 反 向 一 e;, 这 时 第 一 
基本 形式 保持 不 变 , 但 第 二 基本 形式 要 改变 符号 . 这 相当 于 曲面 关 
于 切 平 面 作 一 个 反射 ,我 们 把 E? 中 的 运动 和 关于 某 平 面 的 反射 统 
称 为 合同 变换 . 显然 ,在 合同 变换 下 ,距离 及 角度 (绝对 值 ) 都 保持 
不 恋 . | : 

根据 定理 3. 1, 就 得 到 用 活动 标 架 法 语言 表达 的 曲面 论 基 本 
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定理 . 

定理 3.4 ”已 给 六 个 双 和 参数 1 形式 和 w(x ,Ww ) ,ww WW)}) ,十 
中 一 0,os = 0. 如 果 它 们 满足 结构 方程 , 则 存在 双 参 数 么 正 标 架 场 
{Xu ,wi ) ;ei(u! ,Wu:)) ,使 得 它 的 无 穷 小 运动 分 量 就 是 这 六 个 1 形式 . 
活动 标 架 的 顶点 轨迹 是 一 个 曲面 ,e; 和 e; 与 曲面 相 切 ,e; 是 曲面 的 单 
位 法 向 量 . 而 且 这 样 的 曲面 确定 到 只 差 E? 中 的 一 个 合同 变换 . 

由 (3. 17) 和 (3. 24) ,不 难看 出 ,六 个 1 的 二 w!》 被 第 一 和 
第 二 基本 形式 1 和 确定 到 只 差 E? 中 的 一 个 合同 变换 . 于是, 根 
据 定 理 1. 1, 就 立即 有 下 面 的 刚性 定理 . 

定理 3.5 设 M, 及 是 E’ 中 两 个 曲面 ,f : M 一 MM 是 一 可 微 映 


射 . 设 1, 工 和 工 ,工分 别 是 M 和 帮 在 映射 了 下 对 应 的 第 一 和 第 


二 基本 形式 . 那么 , 当 且 仅 当 1 一 了 ,1 = 土语 时 ,是 一 个 合同 
变换 . 

证 明 ”必要 性 是 显然 的 . 下 证 充分 性 . 

设 M 与 斩 在 映射 f 对 应 下 具有 相同 参数 (wl,u:). 不 失 一 般 
性 ,可 假定 (a,wu:) 是 M 上 的 正 交 参数 网 . 由 于 1 = 二 了, 故 在 f 对 
应 下 , (ui,w?) 也 是 衣 上 的 正 交 参数 网 . 在 M 上 选取 双 参 数 活动 么 
下 标 染 场 {x(u);ei(u)}), 使 e,(u) 是 曲线 的 单位 切 向 量 ,es(x) 是 
ay 的 单位 法 向 量 场 ,满足 es = el Xe 对 于 好 以 同样 方式 选取 勾 
正 标 架 场 {z(z)yei(z))}. 对 应 的 1 形式 分 别 记 为 {w,o) 和 { 弛 好) 
这 时 ,w 和 ww 都 与 du* 只 差 一 个 比例 因子 . 由 于 

(w+ (w= 1 = T= (0) + (0)’, 
故 w' 与 w 最 多 差 一 个 符号 . 如 有 必要 ,我 们 可 改变 对 应 切 向 量 为 
反问 ,总 可 以 使 (可 能 要 改变 es 的 方向 ) 
ww ww = (0. (3. 33) 
因为 wi 被 w 和 ow 唯一 确定 , 故 义 有 
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(3. 34) 


此 时 车 【== 一 让 ,我 们 运用 一 个 反射 把 抽 变 为 及 * , 配 上 应 的 一 
切 标 架 的 映像 (左手 系 ), 再 通过 改变 法 向 量 的 方向 使 之 成 为 右手 
系 . 具有 反 定 向 的 六 的 第 二 基本 形式 了 = 二 一 了 = 二 1 .这 表明 ， 
必要 时 可 通过 一 个 反射 ,我 们 总 可 以 假定 = 证 , 即 
pwl) 十 2b12w oo 十 boo Co )* 
= bw )? 十 2D ww 十 Bb,, CO). 


由 于 (3. 33) ,上 式 仅 当 
Dii 一 bu, biz 一 bi, 2z2 = bz 


wi = wi. 


时 才 成 立 . 于是， / 

wi =, w= oo. (3. 35) 
由 (3. 33),(3. 34) 和 (3. 35) ,根据 定理 1. 1 ,两 族 么 正 标 架 合同 , 即 
1 与 好 在 了 下 合同 .证 毕 . 


习 是 


1]. 证 明 方 程 组 (3.7) 等 价 于 (3. 8)， 

2. 验证 面积 元 w 人 w? 在 变换 (3.13) 下 不 变 . 

3. 验证 (3. 18) 式 . 

4. 的 LI = E(du')? 十 2Fduidu? 十 
» VEFG 一 五 3 
VE 


Gd )?, 令 wi 一 VEdul du*， 试 


de ， ww 
证 :一 (ww)? 十 (wi)7. 
9. 设 曲 面 第 一 基本 形式 是 
二 La) + g(v) (dw 十 dv’), 
计算 对 应 的 内 sz 和 ow, 并 计算 KK. 
6. 设 曲面 的 第 一 基本 形式 为 
。30 。 


I 一 二 Ce — v2) idu: 一 4vdudv 十 4udv’], (全 了 7). 


计算 对 应 的 wo 和 Gauss 曲率 天. 
7. 用 活动 标 架 法 计算 下 列 第 一 基本 形式 的 Gauss 曲率 : 
4Cdw 二 dv) de 十 dr 
(D1 = (2) 1- 
8. 设 (ul,u?) 是 曲面 M 上 的 曲率 线 网 ,其 第 一 基本 形式 为 ] 
二 (dau1): 十 Gldu?)*, 设 £1 和 k, 是 曲面 的 主 曲 率 函 数 , 试 用 ,GG， 


一 1 2 2 3 3 
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第 二 章 。” 曲线 的 整体 微分 几何 


曲线 整体 微分 几何 主要 论 涉 闭 曲线 的 整体 几何 性 质 , 它 以 曲 
线 的 局 部 理论 为 基础 . 

Es( 或 E?) 中 的 一 条 (可 微 ) 曲线 C :x 一 x(1) 可 定义 为 可 微 映 
册 工 : 10,L1 一 EE ( 或 请), 这 里 闭 区 间 L0,Lj] 上 的 可 微 函 数 是 指 菜 
个 包含 L0 ,2 的 开 区 间 上 的 可 微 困 数 在 [0,j 上 的 限制 . 如果 有 

(0)= rt), TO0)=r0), zx0)= TU), 0， 
其 中 一 撒 “” 表 示 关于 1 求 导 , 则 称 C 为 (可 微 ) 闭 曲线 . 显然 这 时 
7(1) 是 周期 消 数 . 如 末 x(7) 在 一 个 周期 内 是 1 一 1 的 , 即 曲线 无 自 
相交 点 , 则 C 称 为 简单 闭 曲 线 . 例如 平面 E: 上 的 椭圆 ; rz=- fa cos 4， 
bsin tj (a,b 为 正 实数 ), 可 看 成 映 冉 x : [0,2kx] 一 E2(k 为 自然 
数 ), 它 在 一 个 周期 |0,27) 内 是 1 一 1 的 ,因此 是 简单 闭 曲 线 . 再 如 
曲线 过 = (a cost,b sin 21) ,也 可 看 成 映射 x : [0,2kx]-> EE?. 但 它 


在 一 个 周期 [0,2x) 内 不 是 1 一 1 的 ,因为 /二 和 + 一 到 都 对 应 
者 曲线 上 的 点 (0,0), 因 此 不 是 简单 闭 曲 线 ( 见 图 I-1). 


x 
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$1 平 商 曲线 的 某 些 整体 性 质 


1.1 等 局 不 等 式 


平面 闭 曲 线 的 最 重要 整体 性 质 之 一 恕 怕 要 算 下 面 的 Jordan 定理 . 

定理 1.1(Jordan 曲线 定理 ) 设 C 是 平面 上 的 简单 闭 曲 
线 , 则 E\C 恰 有 两 个 连通 分 支 ,它们 以 C 为 公共 边界 ， 

这 个 非常 直观 的 事实 ,其 数学 证 明 却 要 用 到 不 少 拓 扑 学 知识 . 
这 里 我 们 不 作 介 绍 , 有 兴趣 的 读者 可 参考 文献 [3] 3 5-7. 由 此 产生 
的 一 个 几何 问题 是 ,平面 E* 上 具有 等 周 长 的 一 切 简 单 闭 曲线 中 ， 
哪 种 曲线 所 围 的 区 域 面积 最 大 ?这 个 古老 的 等 周 问题 ,希腊 人 早已 
知道 答案 是 圆 . 但 其 严格 的 数学 证 明 直 到 1870 年 才 由 
K. Weierstrass 用 变 分 法 给 出 . 以 后 人 们 又 找到 不 少 更 好 的 证 明 方 
法 . 这 里 择 其 中 两 种 较 简 单方 法 作 一 介绍 . 

定理 1.2( 等 周 不 等 式 ) 设 C 是 长 度 为 工 的 平面 简单 闭 曲 
线 ,4 是 和 所 国有 限 区 域 的 面积 , 则 

1 之 47r4， (1.1) 

等 写 当 且 仪 当 C 为 圆周 时 成 立 . 

证 明 1 (Hurwitz,A. ,1902) 

这 个 证 法 基于 下 面 的 Wirtinger 引 理 . 

引 理 1.3(Wirtinger 引 理 ) ” 设 f/(z) 是 周期 为 2r 的 连续 周期 


2 
函数 , 它 的 导数 六 (7) 也 连续 .车 | /Cdr = 0, 则 
2 2 
| WF | [fp (1. 2) 


等 号 当 且 仅 当 
f(t)=acosti+ bsint (1.3) 
时 成 立 ,这 里 Gb 为 第 数 . z 
e 了 了。 


证 明 把 f(z) 展开 成 Fourier 级 数 


a 


f(t) 一 了 十 > (arcos kt 十 bisin kt). 
由 假设 条 件 ， 
ao 一 过 | fd 一 0， 
因为 广 () 连续 , 故 
f° (1) 一 S kbicos Rt 一 aisin kt). 
ti 


对 fC) 和 六 (1) 应 用 Parseval 公式 ,得 
村 LO Fd = Dai + bh), 


二 | FE (2) jdz = Spa 十 bt). 

两 式 相 减 得 

| tr Fa Tf Td = x Se — Da + bb), 
却 中 等 号 当 且 仅 当 w = 6 = 0(& 之 2) 时 成 立 , 即 

f(t) = aicos tt bsint. 

引 理 证 毕 . 

现在 证 明 等 周 不 等 式 .在 也 : 上 取 直 角 坐 标 系 Ozlz?: ,使 zz 轴 
过 C 的 重心 . 设 C 的 坐标 为 {zl(s) ,zz(s)) ,其 中 人 为 弧 长 参数 ,s E 
[0,7 作 参 数 变换 * = 元 1, 则 + € [0,2x]. 由 于 C 的 重心 在 心 轴 
上 , 故 

| zeod=o 


2 
注意 到 (z ) 天 十 (z2) 0 一 ( (zx1)? 十 C299) | 里 = 六 ,这 里 “” 表 


示 关 于 tt 求 导 ,“*” 表 示 关 于 s 求 导 . 因此 ， 
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IA 
又 由 Green 公式 


= | Ce) 十 Cr) dt 


L 2 
4 一 | TLz2ds = | ZK dt. 
人 Q 心 


?| 一 4| 一 | CD)’ 二 (7X) — 27x' (x’) )dt 


一 | ceo 一 (7z 7)d 十 | Ge — (xz)')dt 


之 | ceo — (xXx!)’)dr. 
性 


对 晴 数 zx!1(t) 应 用 Wirtinger 引 理 , 上 式 右边 非 负 , 故 得 


了 
1 一 4 之 0， 
式 中 等 号 当 且 仅 当 zx!1() 一 a cost 
十 5 sint 朋 (x?) = 二 Xx! 时 成 立 . 因 
而 有 XxX?) 二 a sint 一 bcostice, 
c 为 积分 常数 . 所 以 
(XT')? 二 (x: 一 c) 一 a 十， 
即 C 为 一 圆周 . 证 毕 . 
证 明 T (Schmidt ,下 . ,1939 ) 
由 于 C 围 成 有 限 区 域 , 我 们 可 
把 区 域 夹 在 两 平行 直线 外 和 4 之 
间 ,使 C 与 久 ,i; 分 别 相 切 . 再 作 一 
圆 C 与 和 ,和 相 切 ,而 不 与 C 相交 
(网 图 1-2). 设 C 的 半径 为 r. 取 C 
的 圆心 为 原点 0,z* 轴 平 行 于 ， 
L. 设 Ctrl zs 使 C 的 定 


L 


lL, 


/ 
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向 为 正 ,s E [0,Z 为 弧 长 参数 . 

设 圆 C 的 方程 为 {z(s) zs))》 二 {Z1G) 2 其 面积 为 

Nr 一 一 | ceazods 
C 所 围 区 域 的 面积 4 为 
A= | zas, 
对 平面 上 向 量 (zl,zz) 和 (一 说 ,Xx') 的 内 积 应 用 Cauchy 不 等 式 
Cr rx) Ca) YT) 十 《xz2) 

注意 到 Cx 十 (Cr 一 1 和 (zi 十 (xz 一 7, 就 有 


. L 
AA 十 xr = | (1 一 Rdss | | xlz2 一 xr?xr! |ds 
0 


L 
< -| ds = rL. 
0 


利用 两 正 数 的 不 等 式 : Vab 过 7 二 5), 便 得 
A.Ar’ 去 广 (4 十 mr2) ar, 


即 得 (1. 1). 当 上 式 等 号 成 立时 ,上 面 推导 过 程 中 的 不 等 号 均 应 取 
等 号 .因此 4 = 三 zx: 了 三 2xr. 当 Cauchy 不 等 式 为 等 式 时 ,两 回 量 
必 线 性 相关 , 即 存 在 数 c 使 (一 xz?,x') = cCzsz2) .于 是 


dx? Tx rT ba 
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in i nt 
两 边 积分 得 
好 二 十 V7 一 《TX 十 cilci 为 积分 常数 ). 
因此 
(7 十 (一 ci 天， 
BC 是 一 图 周 . 证 毕 


注 ”等 周 不 等 式 对 逐 段 光滑 的 简单 闭 曲 线 也 成 立 ,限于 篇 
+»36。 


1.2 曲线 的 旋转 指标 


设 C 是 平面 BE? 上 的 可 微 闭 曲 线 x : [0,Lj 一 EB. 厂 把 C 上 每 点 
的 单位 切 向 量 7GQ) = (0/|x G2) | 的 起 点 平移 到 坐标 原点 O, 则 
的 端点 就 落 在 单位 圆周 Si 二 {(xi ,x )E€ RE’ |(r)’ 
十 (x) 二 1) 上 .这 样 得 到 的 映射 p: [0,1j 一 S' 称 为 C 的 切 映 
射 . 这 种 到 S' 的 连续 映射 有 一 个 非常 重要 的 拓扑 不 变量 , 称 为 映 
射 的 度数 . 我们 现在 来 介绍 它 . 

1.2.1 映射 的 度数 

E 中 的 一 条 回路 (loop) 是 一 个 连续 映射 o。: [0,l]-> 户 ,使 得 
0(0) 二 5( 有 ). 凡 zo 二 0(0) 称 为 回路 o 的 基点 .考虑 有 相同 基点 的 
两 条 回路 06,01 : [0,1] 一 ,如 果 存 在 一 连续 映射 h;[0,lj] x 
[0,1] 一 BB? ,使 得 

(1)AG0) = oo), hG,1) = 0(), t€ [0,0); 

(ERAO: 一 AGO 一， sE€E 10,1], 

则 称 回路 06 写 o1 是 同 伦 的 ,映射 4 称 为 06 与 的 同 伦 映射 这 就 
是 说 ,存在 一 族 有 相同 基态 的 回路 h(t) = hG,s), 使 得 当 s 从 0 变 
到 1 时 ,h, 把 有 ,二 o, 连续 变 到 hi = ol 如 图 -3 所 示 . 

现 设 o:10,1j -> E’ 是 一 条 回路 ,车 恒 有 |o G)| 关 0, 即 原点 
O 不 在 回路 o(t) 上 , 则 利用 单位 化 映射 p : ct)r> S67， 可 得 复 
人 台 上 映射 9 二 ps*o: [0 一 51CE’, 即 y(t) = p(olt)). 显 然 9(0) 
二 201) 以 下 我 们 着 重 讨论 这 种 到 S 的 回路 . 

令 上 映射”:R -> 5S! 为 

TO = cos 0,sin G0} €E S'!, YOoOER. (1. 4) 

引 理 1.4 对 于 任何 回路 2: [0, 门 一 954, 存在 连续 函数 

:10, 中 一 及 ,使 得 7"0 一 久 即 对 于 LE [0,L]， VC 一 7C8CD))， 
7 ». 


图 1 3 
而 且 , 若 2 与 2 是 两 个 这 样 的 函数 , 则 
一 0 三 0 (mod 2). 

证 明 ”第 一 步 ( 局 部 存在 性 ) ”对 于 任何 :E10,ij, 存 在 连通 
的 开 区 间 1 CL0,l], 使 得 pg(1,) 是 3 上 的 连续 开 子 集 . 注意 , 若 : 
一 0, 则 了 是 形 如 [0,e) 的 区 间 . 同样 ,Zi 是 形 如 (e, 直 的 区 间 . 于 是 ， 
根据 上 映射 ”的 定义 (1.4), 可 见 77 (9(1,)) 是 R 上 无 限 多 不 相交 的 
连通 开 区 间 之 并 ,而 且 当 7 限制 在 这 些 区 间 中 的 任 一 个 上 时 ,7 是 
该 区 间 到 (7,) 上 的 同 胚 ,如 图 8-4 所 示 . 

因此 ,如 果 我 们 选择 数 9, € R 使 得 73(9.) 二 9g(2), 则 函数 9 在 
1, 上 可 这 梓 地 被 唯一 确定 : 令 0 = 人 ，。9 使 得 6(1) 一 0 = 
7 (g(t)). 于 是 ,在 1 上 7。0 一色 

第 二 步 ( 唯 一 性 ) 我们 只 要 证 明 , 若 00) == 0(0) 十 2k7, 其 
中 下 为 某 整数 , 则 在 整个 L0, 上 ] 上 ,6 = 8 十 2k7x. 为 此 ,我 们 令 

4 一 仁 人 EL0, 100) =00) 十 2&r). 
显然 ,4 是 财 的 . 另 一 方面 ,从 第 一 步 的 证 明 可 见 ,4 又 是 开 的 . 既 
然 0E4 且 0, 呈 是 连通 的 ,所 以 4 = [0, 中 .此 即 所 求证 . 
第 三 步 (整体 存在 性 ) 考虑 集合 
* 了 


A 


pe 0 27 47 
BA | 
oli) 
2p(0) 
2 一 
六 
图 I-4 


B= 二 {1t € [0,j]| 在 L090,tj 上 可 定义 9 使 7 上 80= 99. 
由 第 一 步 ,B 非 空 . 设 B 的 上 界 值 为 i,. 由 第 一 步 , 存 在 区 | 间 1 和 害 
义 在 1 上 的 了 注 数 9 使 7.9 = 二 gq. 在 1 中 取 志 过; 则 tL € B. 因 此 ， 
0(t1) 二 0(t1) 十 2kx， 尼 为 某 整 数 . 由 第 二 步 的 唯一 性 ,在 整个 La， 
toj] 上 有 0 二 9 十 2kx. 这 样 ,我 们 在 L0,t。] 上 可 用 函数 9 替换 0, 从 
而 to E€ B. 而 且 , 若 to 二 7 则 可 把 9 延 拓 到 [0,toj UT CB. 但 这 
与 为 B 的 上 界 值 了 矛盾 .所 以 1 = 二 7. 引 理 1.4 证 毕 . 

据 此 引 理 ,由 于 92(0) = 9(),- 故 9(1) 一 0(0) 必 是 27 的 整数 
倍 . 而 且 , 对 于 另 一 这 样 的 函数 8 来 说 ,这 个 整数 不 变 . 因此 我 们 可 
作 下 述 定义 . 

定义 ”对 于 任 一 回路 ?: L0, 站 -> , 设 连续 函数 9 :10 站 一 
R 如 引 理 1.4 所 述 . 整数 LO(L) 一 0) /2r 称 为 映射 9 的 度数 , 记 为 
deg 2, 即 


deg 9 = [OCL) — 0(0)J. (1.5) 


直观 上 ,deg 2 就 是 当 上 从 0 变 到 /时 ?GD) 在 S! 上 围绕 的 圈 数 . 
。39 。 


deg 2 可 正 可 负 . 例如 , 知 以 图 1-5 中 逆 
时 针 方 向 为 正 , 则 当 g(t) 顺 时 针 转 时 ， 
deg 9 就 为 负 . 

注意 ,到 :上 的 两 条 回路 可 以 不 妨 
认为 它们 有 相同 的 基点 . 否则 可 把 其 中 
一 条 回路 沿 S' 作 一 移动 . 以 下 知 无 特殊 
说 明 , 均 按 此 理解 . 

定义 设 见 ,由 :1L0, 站 一 9 CE 图 1L5 
是 到 5S 的 欧 条 回路 . 硬 存 在 正 数 e 雪 1， 
使 得 关于 E’ 的 度量 有 

Sup |9(D) — WE el, (1. 6) 

则 称 名 与 多 是 邻近 的 ， 

引 理 1.5 任何 两 条 到 S' 的 相 邻 近 回 路 有 相同 的 映射 度数 . 

证 明 设 多 ,9 :50 一 9 是 两 邻近 回路 ,从 而 对 一 切 上 和 
10,L] 有 (1.6). 现 用 反 证 法 ,假定 deg % 头 deg 0 那么 ,存在 非 零 
整数 & 使 


deg 9 = deg @ +. 
这 表明 另 (G) 比 多 (的 在 上 ( 正 或 反 向 ) 多 绕 & 圈 .形象 地 说 ,好 像 
有 两 位 运动 员 在 相同 的 时 间 /! 内 在 S 上 跑 ,q 运动 员 比 运动员 
( 正 或 反 回 ) 多 跑 & 圈 . 于 是 , 必 有 某 时 刻 刀 EL0, 站 使 m 运动 员 与 
网 运动 员 分 别 位 于 的 对 径 点 上 .因此 ,存在 某 个 :”E€ [0, 门 ,使 
p(t") 和 W(t ) 分 别 位 于 S! 对 径 点 上 , 即 
9 )— 0 )| = 2. 
这 与 (1. 6) 逆 盾 . 引 理 1.5 证 毕 . 
定理 1.6 两 条 同 伦 的 到 S! 的 回路 必 有 相同 的 映射 度数 . 
证 明 设 回 路 ,9 : [0,7] -> S! 是 同 伦 的 . 由 同 伦 的 定义 ， 
存在 同 伦 映射 hn:[0,l] xX [0,1] 一 5S1, 使 得 h() = h(z,s) 是 闭 区 
es。 4()。 


域 [0,/] x [0,1] 上 的 连续 函数 ,因而 是 一 致 连续 的 , 这 里 总 三 %， 
hi 二 9. 于 是 ,对 于 任何 0 二 e 过 1, 存 在 6 这 0, 只 要 |st 一 si| 达 5， 
ti 一 志 | 之 6, 就 有 [1h (43) 一 h(t2)| 夺 8 过 1; 特 别 是 

/ Dh DESeTl, Yte [ou 

这 表明 ,可 以 通过 一 族 相 邻近 的 回路 来 实现 从 m 到 9 的 变换 . 根 
据 引 理 1.5,h, (2) 与 h(t) 有 相同 的 映射 度数 ,只 要 |si 一 so| 雪人 
因此 ,有 限 次 应 用 引 理 1. 5 便 得 deg pp 二 deg p99. 证 年 . 

注 ”定理 1.6 表 明 , 回 路 8: [0,lj 一 5 的 映射 度数 是 一 个 同 
伦 不 变量 . 这 在 几何 与 拓扑 中 有 许多 应 用 ,因而 是 十 分 重要 的 .这 
里 我 们 仅 给 出 一 个 初等 的 简单 证 明 , 进 一 步 的 讨论 可 参考 文献 [3]. 

如 果 回 路 8p: [0,l1 一 5S 是 可 微 的 ,注意 到 (1.4) 定义 的 7 是 
可 微 的 , 则 由 引 理 1.4 定义 的 水 数 9 也 是 可 微 的 . 现 设 9(1) = 
(txt ES 根据 引 理 1.4, 函 数 0G) 可 表示 为 


0 = 09(0) + | 后 | aretg 5 ED 
= 0(0) + | Cri Cr%)’ — zr') de, 
其 中 8(0) 由 arctg = 2 2 决定 . 于 是 
deg 9 = 二 | (Cr CT) — Tr) dr. (1.7) 


1.2.2 旋转 指标 定理 

回 到 本 小 节 的 开头 , 玉 中 可 微 闭 曲线 C 的 切 上 映射 便 是 到 S! 的 
回路 . 
定义 (曲线 的 旋转 指标 ) ” 设 x :10,1]- 一 EE? 是 平面 闭 曲 线 C， 
并 设 8:10,l1 > 5S' 为 C 的 切 映射 .那么 ,yp 的 峡 射 度数 deg g 称 为 
C 的 旋转 指标 , 记 作 i,(C). 

曲线 旋转 指标 的 几何 解释 如 下 .根据 引 理 1.4, 曲 线 C 的 切 向 
量 7 了 可 写成 

4] . 


TO) 一 fcos 0G) Sin (1)). 


令 工 一 | EE dt (C 的 长 度 ), 用 s 表示 C 的 弧 长 参数 . 设 妈 入 ， 
一 {一 sin 9,cos 0} 分 别 是 C 的 相对 曲率 和 相对 法 向 量 . 由 平面 曲 
线 的 相对 Frenet 公式 


dT :dt ,do di 
tv 二 一 J ~ Nr Te 
即 
de dt 
k, qr de 
因此 


| dr = | 生 | 由 一 60) 一 000) = 2ri, (C). (1.8) 


积分 | kds 称 为 C 的 相对 全 曲率 . (1. 8) 说 明 ,平面 闭 曲线 的 相对 
全 曲率 等 于 C 的 旋转 指标 的 2r 售 . 
例 ” 设 C 是 EE: 中 的 椭圆 x(t) == {acostosinti ,0 雪上 所 27. 


设 s 是 C 的 弧 长 参数 , 则 
ds |dzx 


dt | dt 
C 的 切身 量 是 
T(t) 一 〈a“sin2t 十 bicos:t) ?2{— a sin t,b cos t}. 
于 是 ,由 相对 Frenet 公式 ,不 难 算得 C 的 相对 曲率 
一 ab(a’sin’t 十 bcost) 32, 
内 此 ,相对 全 曲率 为 
上 k,ds = | | | dz = tab| carsinz 十 bcos’t) dt = 2x. 


见 它 的 旋转 指标 i, = 1. 
也 可 根据 (1.7) 先 算 i.(C). 事实 上 ,由 glt) = TG), 易 见 
之 : (¢) 一 — a sin t(a’sin’t 十 p2cos2t 7) 一 12 ， 


。42 。 


= (a’‘sin’t 十 bcos?t) 1. 


ToC) 一 costassin2l 十 pcosst) et. 


于 是 由 (1. 7) 不 难 算得 i,(C) = deg 9 二 1. 因此 ,| hds — ox. 
下 列 图 I-6 给 出 了 旋转 指标 为 0,1,2 的 于 曲线 ;改变 图 中 曲 
线 的 定 同 ,旋转 指标 就 为 0, 一 1, 一 2. 


定理 1.7( 曲 线 旋 转 指 标定 理 ) 平面 上 简单 闭 曲 线 C 的 旋转 
指标 i,(C) 一 士 1. 

证 明 在 玉 土 取 一 条 与 曲线 C 不 相交 的 直线 ,平行 移动 它 直 
至 与 C 相 切 , 记 这 时 的 直线 为 ,与 C 之 切 点 为 xo. 显然 ,C 落 在 zx 
的 一 侧 ( 见 图 I-7). 选取 曲线 C 的 新 参数 表示 工 : [0, 门 ~ 下: ,使 得 
Z(0) 一 Xo: 现 取 三 角形 区 域 

和 一 MG) €E [0 x L001;0 Es i). 
定义 “ 割 线 映射 *p: 人 和 作 一 S51 为 


Plt»5) 一 = Yt s,s) € A — {(0,0)), 
XX'(t) 、. XxX (0) 


因为 C 可 微 , 故 ? 是 连续 的 . 设 4= (0,0),B= (0,1),C=0， 

/是 三 角形 人 的 顶点 . 当 9 限 制 在 4C 边 上 时 ,是 曲线 C 的 切 映 射 ， 

它 的 映射 度数 就 是 C 的 旋转 指标 . 根据 图 1-7, 这 个 切 映射 与 pg 在 

其 他 两 边 AB 和 BC 上 的 限制 是 同 伦 的 . 这 样 ,由 定理 1. 6, 我 们 只 
站 43 s 


要 证 明 后 一 映射 的 度数 是 士 1. : 

假设 E: 和 C 的 定向 取得 使 z (0) 到 一 x'(0) 的 有 向 角 为 x. 这 
时 ,9 在 4B 上 的 限制 按 正 方向 围绕 了 半 个 S1, 而 9 在 BC 上 的 限制 
也 按 正方 向 围绕 了 余下 的 半 个 S1( 图 1-7). 因此 ,yp 在 4B 和 BC 上 
的 限制 的 度数 是 十 1. 车 把 曲线 定向 反 过 来 ,这 个 度数 便 是 一 1. 
定理 1.7 证 毕 . 

推论 ”平面 上 简单 闭 曲线 的 相对 全 曲率 为 十 27. 

注 ”定理 1.7 对 逐 段 光滑 的 简单 闭 曲 线 也 成 立 . 我 们 只 要 在 
每 个 角 点 (两 段 光滑 弧 的 交点 ) 附近 作 一 个 圆 弧 ,使 它 切 于 这 和 角 点 
前 后 的 两 段 光 滑 弧 ,从 而 得 一 条 新 的 光滑 的 简单 闭 曲线 . 然后 令 这 
些 圆 弧 的 半径 趋向 零 , 便 得 证 明 . 


1.3 西 闭 曲线 


定义 ” 设 C 是 平面 正则 曲线 ,车 它 总 是 位 于 其 上 每 点 的 切线 
的 同一 侧 , 则 称 C 是 凸 的 . 曲线 C 上 使 相对 曲率 & 的 微分 dk, = 0 
的 点 称 为 C 的 顶点 . 
。 4144。 


定理 1.8 平面 上 简单 闭 曲线 C 为 凸 的 充 要 条 件 是 它 的 相对 
曲率 不 变 号 ， 
证 明 ” 设 ; 为 C 的 弧 长 参数 ,9(s) 为 引 理 1. 4 中 所 定义 的 函 


数 . 由 (1. 8),&,(s) 一 笃 . 因此 ,相对 曲率 不 变 号 等 价 于 9G5) 为 音 


充分 性 . 用 反 证 法 . 硅 0 单 
调 , 而 C 非 凸 , 则 C 上 存在 点 2 
使 C 在 p 的 切线 m 的 两 侧 都 有 
点 (图 I-8). 取 pp 为 坐标 原点 ， 
m 为 x 轴 , 建 立 平面 直角 坐标 
系 px x. 由 于 C 是 闭 的 ,C 上 
点 的 天 坐标 函数 是 连续 的 , 故 
必 人 存在 点 gl EC 使 x 坐标 
疯 数 达到 极 大 和 极 小 (一 正 一 
负 ). 而 且 C 在 dd 处 的 切线 
mi ,Mm 平行 于 mr(x! 轴 ). 于是， 
ps91,92 三 点 中 必 有 两 点 的 切 向 量 T(s) 相等 . 设 这 两 点 对 应 的 弧 
长 参数 为 s; 和 52951 < 52. 既然 1(s1) = T(s,), 则 0(s,) = si) 十 
24r ,为 整数 . 由 定理 1.7,9 在 L0,1] 上 的 变化 不 超过 2x, 即 = 
十 1 或 &=0, 这 里 /是 C 的 长 度 . 

右 & 一 0, 则 由 2 的 单调 性 ,可见 0(s) 一 const , 立 sE [is 
在 & 三 土 1, 则 同 理 可 知 20 在 L0,s ] 和 [s: ,站 上 为 常数 . 不 论 哪 种 情 
况 ,在 55s 所 对 应 的 C 的 两 点 之 间 , 必 有 一 段 曲线 是 直线 段 , 因 而 
这 两 点 的 切线 重合 . 但 m,mi,m, 是 三 条 不 同 切线 , 故 得 矛盾 . 因 
此 ,C 必 是 凸 的 . 

必要 性 . 设 曲 线 是 是 的 . 仍 用 反 证 法 . 假定 2 不 单调 . 于 是 存在 三 
点 9 和 < < 使 得 0(05) = 0(s,) 关 0(so). 因为 C 是 简单 闭 曲线 ,由 

se AD。 


图 I-8 


定理 1. 7, 它 的 切线 像 是 一 个 单 ， 
位 圆周 ， 所 以 必 存 在 93 使 得 
7T'(s,) 二 一 了 (51) 二 一 了 (5,)，, 有 即 
在 si,szyss 的 对 应 点 处 ,C 的 切线 
相互 平行 . 若 这 三 条 切线 互 不 重 
合 , 则 中 间 一 条 切线 的 两 侧 各 有 
C 的 点 ,这 与 C 的 凸 性 矛盾 . 因 
此 , 三 条 切线 中 至 少 有 两 条 重 
合 , 即 C 上 存在 两 点 户 ,9 ,它们 的 
切线 重合 为 直线 m. 在 点 & 在 线 
段 2g 上 而 不 在 C 上 ,过 a 作 直 线 
n 与 mr 正 交 ( 见 图 1-9).n 不 可 
能 与 C 相 切 ,否则 p,q 两 点 分 居于 的 两 侧 , 从 而 与 C 的 凸 性 刻 慎 . 于 
是 ,n 与 C 至 少 有 两 个 交点 , 记 为 5,c, 并 设 5 靠 近 a. 由 于 2 位 于 人 pac 
之 中 , 故 过 5 的 任何 直线 都 不 能 使 三 角形 的 三 顶点 p,q,c 位 于 直线 的 
同一 侧 . 这 样 ,C 在 & 的 切线 的 两 侧 都 有 C 的 点 ,与 C 的 凸 性 相 记 盾 . 所 
以 ,点 4 必 在 C 上, 即 线 段 pq 上 的 点 都 在 C 上 ,从 而 p,q 处 的 切 问 量 
相等 . 由 此 可 见 ,p ,gq 对 应 的 弧 长 参数 必 是 yi,s:, 显然 ,对 一 切 s € [sy ， 
yj ,0(s) 二 0(51). 伯 这 与 06(50) 小 0(51) 于 计生 之 $56 < 所 以 ;0 必 
为 单调 函数 . 定理 1. 8 证 毕 ， 

注 ”由 定理 1.8 的 充分 性 证 明 可 见 , 若 平面 闭 曲 线 C 的 相对 
曲率 不 变 号 且 C 的 旋转 指标 为 士 1, 则 CC 必 是 凸 的 . 
定理 1. 9( 四 项 点 定理 ) “平面 上 简单 凸 闭 曲线 至 少 有 四 个 项 


图 1-9 


A 


证 有明 设 C 是 平面 上 简单 凸 闭 曲 线 . 因为 C 的 相对 曲率 ,Cs) 
是 连续 了 消 数 ,这 里 ;是 弧 长 参数 , 故 k,(s) 在 闭 有 曲线 C 上 有 最 大 值 和 
最 小 值 的 点 . 设 这 两 点 为 p,q, 从 而 dk, 在 p,q 处 为 零 , 即 这 是 C 上 
的 两 个 顶点 . 
. 46 外 


过 p 和 9g 作 和 耻 线 x, 点 p,9 把 C 分 成 两 段 曲线 Ci 和 Ci. 可 以 
靳 言 ,Cl 和 C; 分 别 位 于 也 线 mx 的 两 侧 , 而 且 除 p,q 外 Cl 或 Cs 不 再 
与 m 有 交点 . 因为 吾 则 的 话 , 比 如 Ci 与 m 男 有 一 个 交点 r( 不 同 于 
P;9), 见 图 I-10. 由 于 同性 以 及 pq 是 C 上 不 同 点 , 故 中 间 点 
(比如 说 p) 的 切线 与 mx 重合, 而且 由 是 性 推出 mx 在 p,qyr 三 点 与 
C 相 切 .但 是 , 另 一 方面 ,除非 线段 rg 属于 C, 和 否则 g 和 7 将 落 在 邻近 
Pp( 中 间 操 ) 的 点 的 切线 的 两 侧 , 从 而 与 凸 性 矛盾 .因此 ,在 如 ,q 处 上 
二 0. 既然 这 些 点 是 的 最 大 和 最 小 值 点 , 故 在 整个 C 上 ,= 0, 这 
是 不 可 能 的 . 

现 选取 坐标 原点 O 在 直线 mm 上, 设 产 的 方程 为 az = 0, 其 中 
+ 是 直线 m 上 点 的 位 置 向 量 ,n 是 mm 的 法 向 量 . 直线 x 把 平面 分 成 
两 部 分 ， 

Xn:nr>0 

rz :nz 之 0.( 图 1-11) 


nx=0 


图 J-10 图 8-11 
如 采 在 C1,C; 上 不 再 有 顶点 , 则 dk,(s) 在 C1,C; 上 均 不 变 号 . 
不 妨 设 在 CI 上 d&(s) > 0, 在 Cs 上 d& (0s) 过 0. 于 是 ,无 论 在 C, 上 
中 47 和 


还 是 在 C* 上 均 有 
(nz) oe > 0. 
党 曲线 C 积分 ,得 


0 二 | ca) 下 di 一 | dL (nz)k,] 一 | n 至 k,ds 


€ 


一 一 | > 。 (有 7)ds = | > 。 Cd， 

一 12。(NG) 一 人 (0)) = 0， 
这 里 辣 太 人, 分别 是 上 的 长 度 、 切 向 量 、 相 对 法 向 量 . 这 就 得 到 也 
盾 . 因此 ,C 上 不 可 能 只 有 两 个 项 点: 

现 设 存 在 第 三 个 项 点 , 它 位 于 Ci 或 C, 上 ,比如 在 Ci 上 , 则 d&,(s) 
在 Ci 上 要 改变 符号 . 由 于 pp 和 9g 是 最 大 值 和 最 小 值 点 ,dk,(s) 在 Cl 上 
要 改变 两 次 符号 . 所 以 还 存在 第 四 个 顶点 . 定理 证 毕 . 

注 四 顶点 定理 对 平面 简单 财 曲 线 ( 不 一 定 是 凸 的 ) 也 成 立 ， 
但 证 明 更 困难 .可 参考 $.B. Jackson 的 文章 (Bull. Amer. Math. 
Soc，1944,50;564 一 578). 这 个 定理 的 结论 不 能 青 改进 ,因为 平 
面 上 椭 图 恰 有 四 个 顶点 . 


习题 


1. 是 否 存在 这 样 的 平面 简单 闭 曲 线 , 其 长 度 为 6 公 尺 ,所 围 区 
域 的 面积 为 3 平方 公 尺 ? 

2. 设 平面 简单 闭 曲 线程 的 长 度 为 亏 , 相 对 曲率 & (5) 满足 :0 过 
& Cs) 去 二 ,R 为 正常 数 . 试 证 ,上 之 2xR. 


3. 设 A4B 是 直线 段 ,LL 汪 > AB 之 长 .证 明 连 接点 4 已 的 长 为 工 
的 简单 曲线 C 与 4B 所 围 面 积 最 大 时 ,C 是 过 A,B 的 圆 强 . 
es 418。 


4. 设 9 是 引 理 1.4 所 描述 的 连续 函数 .证 明 (1.5) 定 义 的 度数 
deg 9 与 0 的 选择 无 关 ， 

5. 在 平面 直角 坐标 系 Ox'x 下 给 足 曲 线 C: 

Ti(t) = eost, X(t) = sin2t, 0 ton, 

计算 曲线 C 的 旋转 指标 和 相对 全 曲率 . 

6. 求 平面 上 椭圆 Xx(t) 二 (a cos ip sin 1) 的 顶点 坐标 ,0 二 1 
<2r;0<a < 为 常数 ， 

7". 设 +:[0,L] 一 EE 是 平面 闭 曲 线 C, 不 在 C 上 取 一 点 Xo € 
E?, 公 式 


大 (E) 一 Xo 


Tr ytE€E [0,7| 


定义 了 一 个 映射 9: [0,Lj ->S'.p 的 映射 度数 称 为 曲线 C 关于 点 
zu 的 环绕 数 (Winding number); 设 X(t) = 二 (x!(#) ,XT2 (1)) , 试 证 ;这 
个 环绕 数 tw 可 表示 为 

tw 一 志 | (x (XT) CO— x (rx')' drt. 


8". 设 C:x==x(s),s€ [0,l] 是 E? 上 简单 闭 曲 线 , 其 相对 法 

向 量 为 N,(s). 定义 曲线 CC 为 
Xs) = x(s) — aN,(s), 

a 为 正常 数 .C 称 为 C 的 平行 曲线 . 设 &,,k, 和 和 A, 有 A 分 别 为 它们 的 相 
对 曲率 和 它们 所 围 的 面积 . 试 证 明 : 

(1)C 的 长 度 二 C 的 长 度 十 2ax; 

(2)k,(s) = k,(s)/( 十 a); 

(3)4 一 4 十 al 十 Ta:， 


P(t) 一 


S2 空间 曲线 的 某 些 整体 性 质 


在 三 维 欧 氏 空间 E* 中 取 和 直角 坐标 系 Orzzz 设 Z: [0 一 
。49 。 


Es 是 一 条 空间 曲线 C, 以 弧 长 *E [0,] 为 参数 . 若 把 它 的 单位 切 
向 量 了 (s) = 衬 的 起 点 平移 到 原点 0, 则 它 的 端点 就 落 在 单位 球 
面 S: 二 {(zlz2 zs) EB (CT) 二 (7X) 十 (x) 一 1) 上 . 当 s 变 
动 时 ,就 得 到 S* 上 的 一 条 曲线 T(s),s € [0, 门 , 称 为 曲线 C 的 切线 
像 . 切线 像 的 全 长 为 

dT 


Kk-| | 后 


其 中 k(s) 是 空间 曲线 C 的 曲率 , 它 是 非 负 函 数 . 量 天 称 为 C 的 全 曲 
率 . 为 了 研究 它 , 有 必要 讨论 球面 上 曲线 的 某 些 整体 性 质 . 


2.1 球面 上 的 Crofton 公式 


设 S: 是 BEs 中 的 标准 单位 球面 .S: 上 
一 个 有 向 大 圆 Sw 所 在 (过 球 心 0) 的 平 
面 的 单位 法 向 量 记 为 W, 它 与 Sw 的 定 
向 构成 右手 系 ( 见 图 I-12).W 的 末端 
点 (位 于 5S* 上 ) 称 为 有 向 大 圆 Sw 的 极 
点 . 这 样 ,S: 上 有 向 大 圆 与 它 的 极点 1 
一 1 对 应 . 因此 有 何 大 贺 的 一 个 集合 对 
应 于 极点 的 一 个 集合 , 它 是 3S: 上 的 一 
个 点 集 ( 区 域 ). 有 向 大 圆 的 测度 就 可 定 
义 为 它 的 极点 集 的 面积 . 显然 , 这 样 定 12 
义 的 测度 在 S* 的 运动 下 不 变 . 注意 , 相 重 的 有 向 大 圆 所 对 应 的 极 
点 在 计算 面积 时 应 重复 计算 . 

定理 2. 1( 球 面 上 的 Crofton 公式 ) ” 设 C 是 单位 球面 S: 上 长 
度 为 /的 正则 曲线 ,每 个 有 向 大 图 Sw 与 C 的 交点 数 为 4CWZ) , 则 


[lawyaw _ 4 


ds = | kods， (2.1) 
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其 中 dW 是 S: 上 对 应 的 极点 集 的 面积 元 . 

证 明 ” 设 曲线 C 的 位 置 向 量 xG9),0 过: 之/, 和 5 在 该 点 的 
单位 法 向 量 es 平行 ,方向 相反 , 即 e = 一 zx. 曲线 C 的 单位 切 向 量 
TG) = 尝 和 es 确 定 了 另 一 单位 向 量 Q(s) =es XT(s) = 一 zz() 
X T(s). 于 是 ,根据 第 一 章 的 3. 3. 2, 我 们 有 [ 见 第 一 章 , (3. 27)， 


(3. 28) 和 (3. 29) 


dT 
ds 一 kW 十 ReE3， 


其 中 &e 和 &, 分 别 表示 上 沿 C 的 测 地 曲率 和 法 曲率 . 
因为 


er 一 一 2 二 
k, = es 了 于 qt TI ] ， 
让 上 式 可 写 为 
df 一 AGO 十 2 
ds 
另外 ， 
dQ _ de, dT __ dz 
ds d ~“ttex ds 一 de Xie xX (KR es) 
一 k, (ee3 XX Q) 一 人 kl,， 
de dz 
因此 ,对 于 沿 C 的 活动 乏 正 标 架 {x; 了 ,QQ@,e;) ,我 们 有 
dT 
ds 一 kW 十 e3， 
中 一 一 &L， (2. 2) 
5 
de, , 
一 i. 


现在 任 取 与 C 相交 的 有 向 大 圆 Sw, 它 对 应 的 极点 为 W,C 与 
e Dj 。 


Sw 的 一 个 交点 为 zx() , 则 WeiG) = 二 一 Wz(s) 一 0( 见 图 1-13). 因 
此 ,W 与 7 CQ 共 面 . 


HW 


x(s) 


1-13 


设 


W = cos OT + sin b ®&, 
其 中 9 是 由 工 按 道 时 针 方向 转 到 W 的 有 向 角 . 设 W, 表示 大 图 Sw 
在 与 C 交点 处 的 单位 切 向 量 , 用 9 表示 由 了 转 到 W, 的 有 问 角 , 则 
( 见 图 -13) 

P= 二 0 十 7 

从 而 | 

Wo=singl 一 cos pp 包 . (2. 3) 
记 住 了 ,Q@ 部 是 :的 贤 数 , 则 W 是 ,9 的 函数 ;于 是 (2. 3) 就 是 S* 上 
极点 集 ( 区 域 ) 的 一 个 参数 表示 W = W(s,9). 利用 公式 (2.2), 不 
难得 

W, X W, = sin pW, 

IW, x W,| = |sin 9|. 
因此 ,在 极点 集 上 S° 的 面积 元 为 
。52。 


dW = |sin oldop ds. 
对 一 切 与 C 相交 的 有 向 大 圆 取 上 式 的 积分 ,注意 到 一 个 有 向 大 圆 
与 C 相 交 于 p, 则 过 pp 的 5S’ 的 一 切 大 阅 都 与 C 相 交 , 故 上 式 右 边 积 
分 为 

| | lsin pldp = 4. 


倘若 有 加 大 贺 9w 与 C 有 AW) 个 交点 , 则 在 上 述 积 分 中 这 个 有 向 
大 圆 被 计算 了 AW) 次 ,所 以 ， 
[law jaw _ 44. 


注 ” 当 C 是 s 上 分 段 光滑 的 曲线 时 ,只 要 把 这 个 定理 应 用 到 
每 段 光滑 弧 上 ,然后 相 加 , 便 可 得 定理 同样 的 结论 .球面 上 的 大 图 
相当 于 平面 上 的 直线 ,因而 也 有 类 似 的 平面 上 的 Cauchy-Crofton 
公式 ,详细 可 参考 文献 L1]. 这 些 都 是 属于 积分 几何 的 范畴 ,有 关 积 
分 几何 的 内 容 , 可 参考 L.A.Santalo. Integral Geometry and 
Geometric Probability. London Addison Wisley, 1976( 中 译本 , 吴 
大 任 译 . 积分 几何 与 几何 概率 . 天 津 :南开 大 学 出 版 社 ,1992). 


2.2 空间 曲线 的 全 曲率 


如 本 节 开 头 所 说 ,一 条 空间 曲线 C 的 全 曲率 玉 就 是 它 的 球面 
切线 像 忆 的 长 . 这 方面 最 著名 的 结果 疏 怕 要 算 友 . Fenchel 在 1929 
年 发 表 的 下 列 定理 . 

定理 2. 2(Fenchel 定理 ) 任 一 空间 简单 正则 闭 有 曲线 C 的 全 曲 
率 K 不 小 于 2r; 当 上 且 仅 当 C 为 平面 简单 凸 闭 曲线 时 才 有 天 = 2 

在 证 明 此 定理 之 前 ,我 们 先 叙述 两 个 引 理 . 如 所 知 ,单位 球面 5 
上 每 个 大 贺 Sw 把 5 分 成 两 半球 面 . 包括 Sw 在 内 的 半球 面 称 为 闭 半 
球面 ,否则 称 为 开 半 球面 

。63 。 


引 理 2.3 若 空 间 正 则 闭 曲 线 C 的 切线 像 卫 落 在 一 闭 半球 面 
内 , 则 工 必 位 于 该 半球 面 的 边界 大 立 内 . 
证 明 ” 设 包 含 厂 的 闭 半球 面 的 边界 为 大 圆 5w, 它 的 极点 位 置 向 


量 为 W. 于 是 C 的 单位 切 向 量 TG) = 衬 满 足 W .了 之 0, 因 而 


! dz , 
oj wTd=w:|| ds| = W .zt 有 一 


这 里 /是 财 曲 线 C 的 长 度 ,= 是 弧 长 参数 . 由 此 推出 WWW. 了 三 0, 即 

让 位 于 大 圆 Sw 内 . 证 毕 . 

5 引 理 2.4 空间 正则 团 曲 线 C 的 切线 像 矿 与 5 的 一 切 有 向 大 
圆 至 少 有 两 个 交点 ， 

证 明 设 Sw 是 S* 上 任 一 有 向 大 图 , 它 的 极点 位 置 向 量 为 W. 
设 曲线 C 的 方程 为 x = x(s),s € [0, 门 ,这 里 :是 C 的 弧 长 参数 
考虑 “高度 函数 ?is) 二 W。，zx(s), 它 是 定义 在 闭 区 间 [0,/] 上 的 连 
儒 明 数 . 于 年， 在 h(s) 达到 最 大 和 最 小 值 的 * 处 ,就 有 


_ dh(s) dz 
ds 一 也 。 ds 一 人生 I (s) 
由 此 可 见 , 这 些 s 所 对 应 的 卫 上 的 点 落 在 大 圆 Sw 上， Low 至 
少 有 两 个 交点 .证 些 . 


Fenchel 定理 的 证 明 
先 说 明 一 些 初等 事实 . 3: 上 两 点 a,6 称 为 对 径 点 如 果 它 们 位 
于 过 球面 球 心 O 的 一 条 直线 上 .过 a,6 的 大 圆 劣 弧 与 切线 像 的 


弧 分 别 记 为 三 与 名, 它们 的 长 度 仍 用 同一 符号 表示 . 大 加 劣 弧 三 
是 球面 上 两 点 a,6 之 间 的 球面 最 短 距离 , 即 总 有 区 过 化. 而 且 若 
a,6 不 是 对 径 点 ; 则 等 号 仅 当 2 与 吧 重合 时 成 立 ( 参 考 第 四 章 , 曲 
面 上 的 测 地 线 ). 
现 证 明定 理 . 在 切线 像 上 选取 两 点 a,6 使 得 三 被 分 成 长 度 
相等 (= 天 /2) 的 两 段 和 并,. 分 两 种 情况 讨论 
。54 。 


(I )a,b 为 对 径 点 , 则 ab = .注意 到 (或 了 ,) 的 长 之 ab, 故 
有 的 长 天 之 2a0 = 2r, 而且 等 号 当 且 仅 当 局 生 : 均 为 半 大 圆 弧 
时 成 立 , 此 时 本 必 位 于 某 一 闭 半球 面 内 . 

(IE )a,b 不 是 对 径 点 , 则 ab 过 x 取 ab 
的 中 点 m, 并 以 mm 为 ( 北 ) 极点 作 大 圆 S，. 
显然 ,a,b 不 在 S, 上 ( 见 图 1-14). 由 引 理 
2.4, 了 必 与 S. 相交 . 设 2 是 了 与 5 的 一 
个 交点 , 且 不 妨 设 p.€ 六 .那么 


> =ap+bp 宇 2p 十 好 

| | 
如 果 把 pm 延伸 到 p 的 对 径 点 9( 图 . 
1-14), 则 不 难看 出 图 I-14 


ap + p=ap+a=p9=7a. 
由 此 即 得 久之 2x, 其 中 等 号 仅 当 ap 二 本 ,bp = 瑟 时 成 立 , 即 ap， 
bp 只 能 是 北半球 面 上 的 大 圆 弧 . 于 是 了 = ap U 5 落 在 北 闭 半 球 
面 内 . 同 理 , 当 天 = 2r 时 ,也 落 在 北 闭 半球 面 内 . 

综合 (I) 和 (IT), 可 见 天 之 2r, 而 且 当 天 =2r 时 , 卫 落 在 一 
闭 半 球面 内 . 根据 引 理 2. 3, 此 时 械 必 位 于 该 闭 半 球面 的 边界 大 阁 


内 . 设 此 大 加 的 极点 回 量 为 4, 则 


0O= nf GD) =n 和 = Cnr(s)), 


Bh 


nr(s) 一 const. 


因此 ,C 是 平面 曲线 . 设 C 的 相对 曲率 为 到 ， 和 放 转 指标 定理 | 
一 一 27( 取 正 向 )， 则 
2 pi i 
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注意 到 & 之 &, 由 此 推出 驴 王 & 之 0. 再 由 定理 1.8,C 是 凸 闭 曲 线 . 
证 举 . 

作为 Fenchel 定理 的 推广 ,我 们 可 以 考虑 空间 分 段 光 滑 的 简 
单 财 曲线 C ,这 时 上 的 全 曲率 可 定义 为 


天 一 > tds 十 2 


其 中 C, 是 C 的 一 个 光滑 弧 段 ,2 是 各 顶点 处 的 外 角 . 白 正 国 证 得 天 
之 27, 等 号 仅 当 C 由 同一 平面 内 的 凸 曲线 弧 连 结 而 成 时 成 立 ( 参 
考 ; 白 正 国 . 关于 空间 曲线 多 边 形 的 全 曲率 . 数学 学 报 ,6(1956) 
7(1957)). 

Fenchel 定理 中 全 曲率 的 下 界 估计 也 可 从 球面 Cat 好 公 
式 得 到 . 事实 上 ,S: 上 所 有 有 向 大 圆 的 集合 的 测度 等 于 对 应 的 极 
点 集合 的 面积 , 即 整个 8: 的 面积 4r. 因此 ， 


aw = 一 47， (2. 4) 


男 一 方面 , 引 理 2. 4 指出 每 个 有 向 大 国 与 三 全 少 有 两 个 交点 , 即 交 
点 数 A(W) 之 2. 应 用 球面 Crofton 公式 ,了 的 长 度 天 满足 


4 玉 = Jawyaw > 2 |aw — gn. 
9 92 


所 以 天 之 2r. 

利用 球面 Crofton 公式 还 可 给 出 空间 “ 打 结 ”曲线 的 全 曲率 佑 
计 . 为 此 , 先 说 明 “ 打 结 ” 的 概念 .平面 上 一 个 圆 S' 所 围 的 闭 区 域 忆 
称 为 一 个 单位 圆 盘 . 已 给 空间 一 条 简单 闭 曲 线 C, 如 果 存 在 连续 映射 
D -~ Es 使 得 DD 的 边界 S: 正好 1 一 1 地 映 为 C, 则 C 称 为 不 打 结 
曲线 ;否则 称 为 打 结 曲 线 . 见 图 正 15. 1I.Fary(1949) 和 J. Milnor 
(1950) 各 自 独立 地 得 到 了 下 列 定理 . 

定理 2. 5(Kary-Milinor 定理 ) ” 设 C 是 打 结 的 简单 正则 空间 
闭 曲线 , 则 其 全 曲率 天 不 小 于 4x. 
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愉 


(a) 不 打 结 曲线 .(b) 打 结 曲 线 


图 1-15 
证 明 ”由 引 理 2.4,“ 高 度 孙 数 ”h(s) 的 极 大 或 极 小 值 的 总 数 
必 为 偶数 ,这 是 因为 h(s) 是 周期 函数 , 它 的 极 值 是 成 对 出 现 的 . 现 
用 反 证 法 , 设 天 < 4r. 根据 球面 Crofton 公式 ， 


[aw yaw 一 4 玉 < 167. 
于 是 ,$: 上 至 少 有 一 个 有 向 大 图 9 与 卫 的 交点 数 人 (9o) 二 2. 因为 
否则 由 (2.4) 式 


|acw yaw > 4 |aw — 16x. 
5? s? 


这 与 上 面 矛 盾 . 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 大 圆 $6 的 极点 是 点 (0,0， 

1). 于 是 相应 的 “高 度 函 数 ” 就 是 曲线 C 的 第 三 个 坐标 分 量 田 数 

zs(s),s € [0, 门 .既然 (So = 2, 故 zx(s) 仅 有 一 个 极 大 值 和 一 个 

极 小 值 . 设 x (s1) = hi 为 极 小 值 ,x*(s,) 二 hs 为 极 大 值 . 对 介 于 hh 

和 hh 之 间 的 每 个 数 h, 可 作 一 高 度 为 h 的 截面 xz” = 二 hh. 我们 要 说 明 

这 个 截面 只 与 曲线 C 相交 两 点 . 显然 至 少 有 两 个 交点 ,因为 从 最 高 
本 py 四 


点 按 曲线 的 定向 走向 最 低 点 时 至 少 要 与 截面 交 一 点 如 ,再 从 最 低 
点 沿 C 定向 走 到 最 高 点 时 又 至 少 与 截面 交 一 点 ps, 见 图 -16. 如 
果 C 与 截面 还 有 一 交点 4; 不 妨 设 9 位 于 从 pi 到 zp， 的 曲线 弧 中 .由 


于 (pi) 二 zx*(g) 二 有 ,由 中 值 定理 知 ,在 C 的 开 弧 段 p14 中 必 有 一 


图 1-16 


个 极 值 点 . 同 理 ,在 C 的 开 弧 段 vp, 中 也 有 一 个 极 值 点 . 再 加 上 最 高 
点 一 起 ,C 上 就 有 了 三 个 极 值 点 ,这 是 不 可 能 的 . 因此 ,每 个 截面 x 
二 h(hi 之 hh 之 h,) 只 与 C 相交 两 点 .把 这 了 两 点 用 线段 连接 起 来 ,所 
有 这 些 线段 将 构成 同 胚 于 圆 盘 万 的 曲面 片 , 它 的 边界 正 是 C, 从 而 
C 是 不 打 结 的 . 这 与 定理 条 件 矛盾 . 因此 天 之 4x. 证 毕 . 


2.3 ”空间 曲线 的 全 挠 率 

设 C:z= x(s) 是 志 中 可 微 曲线 ,s 是 它 的 弧 长 参数 .在 C 的 
每 点 取 单 位 切 向 量 7 一 字 作为 活动 标 架 的 e1( 或 作为 一 e1) ,于 
是 ,e; 和 e; 便 落 在 该 点 的 C 的 法 平面 内 . 沿 C 我 们 有 

dt = wiel, w= =0, ds:= ldr|l’ = (w'):. 

通常 可 取 ds 二 w( 即 ei 方向 写 C 的 定 问 一 致 ). 

在 取 定 el 后 ,ez 和 es 还 可 在 法 平面 内 旋转 . 由 于 要 保持 (ej ,es， 
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es) = 1( 右 手 系 ), 故 只 要 选 定 e, 则 e, = ei X 2 就 唯一 确定 了 . 现 


考虑 法 平面 内 的 一 个 旋转 变换 
| 一 cos 0 e, 十 Sin lc， 


e3 =— sin 0 e, + cos 0 es, 


(2. 5) 


其 中 6== 0(s), 是 C 上 的 函数 . 
设 { 史 }) 和 { 必 } 分 别 是 关于 乏 正 标 架 {zx;el,ez,e3) 和 {x ;etsez ,es) 
的 无 穷 小 运动 分 量 ( 见 第 一 章 ) ,它们 都 是 关于 ds 的 1 形式 ,可 设 
wi 一 ai(s)ds, ow = ai(s)ds. (2. 6) 
于 是 ,由 (2.5) 得 
w? = (del)es = cos 0 oz 十 sin 0 wi, 
从 = (dei)es 一 一 Sin 0 w+ cos 0 ow. 


利用 (2. 6), 即 得 


az = cos 0 a’ + sin ba’, 
a? 一 一 sin Oa? 十 cos 0 ai. (2.7) 
因此 , 量 
k* 一 (ai 十 (ai = (qa?)? 二 (a3) 
二 变换 (2. 5) 无 关 . 我 们 选取 9 使 得 
ai 一 一 sn0a? 二 cos0a= 0. 
显然 ,9 确定 到 只 差 x, 即 e; 确定 到 只 差 一 个 符号 . 这 个 向 量 e, = N 
就 是 C 的 主 法 向 量 ,这 时 
k= a = Val)’ + (Cal), 
它 就 是 C 的 曲率 .者 令 B = es,r = 只, 则 有 
7 0 k 0 1 
二 AI 一 | 一 上 0 工 N|. (2.8) 
B 0 一 7r 0 B 


一 


(T,N,B} 就 是 C 的 Frenet 标 架 ,就 是 C 的 挠 率 . 由 58 一 一 zs， 


se。 DO 。 


可 见 捷 率 与 e, = NN 的 定向 无 关 , 因 为 车 取 ei 为 一 e2, 则 右手 系 的 
要求 保证 e: 也 变 为 es 
由 (2.8) 和 (2.5) ,我 们 有 
rds =— (dN)B = (de,)e; 

= 「(dO)e, 十 cos 0 de,+ sin 0 des Je, = d0 + (de,)e;, 
中 

rds — (dé,,e,2,) = (de,,e,,es) + d0. 《2. 9) 
这 表明 微分 形式 (des ,ei,e;) 在 法 平面 的 变换 (2. 5) 下 只 相差 一 个 
旋转 角 的 微分 d0. 由 此 , 知 C 是 空间 正则 闭 曲 线 ,v(s) 是 C 上 任 一 
单位 法 回 量 , 则 


去 | (dy,7',v) -一 过 | rds (mod 1). 


定义 ”对 于 空间 正则 闭 曲 线 C ,积分 
= 南 | (do (mod 1) (2. 10) 


称 为 C 的 全 乒 率 ,其 中 v 是 C 上 任 一 单位 法 向 量 ,7 是 C 的 单位 切 
器 量 . 

《2. 10) 的 优点 在 于 不 必 考 虑 C 上 使 有 = 0 的 孤立 奇 点 ;在 这 
种 奇 点 处 ,C 的 主 法 向 量 N 是 不 确定 的 . 此 外 ,车 用 小 表示 法 平面 
中 与 2 正 交 的 单位 向 量 , 则 (2.10) 也 可 改写 为 


= 一 | (dv) v2 (mod ] )， (2， 10”) 
并 C 


定理 2.6 空间 曲线 的 全 挠 率 在 E’ 的 共 形 变换 下 不 变 . 
证 阴 E 的 共 形 变换 是 指 它 的 欧 氏 度量 ds (空间 弧 长 微分 
的 平方 ) 变 为 新 度量 
ds’: = pds’, (2. 11) 
其 中 wo 是 空间 的 正 函数 . 显然 ,在 变换 (2. 11) 下 ,两 方向 之 间 的 角 
度 保持 不 变 ， 放 也 称 为 保 角 变 换 . 设 在 原 度量 dy 下 沿 曲线 C 的 么 
正 标 架 为 {ei ,e;,e;} ,其 中 ei = 了 是 C 的 单位 切 向 量 , 按 (2.10),C 
。60。 


的 全 乒 率 为 
7 = 去 | (deo)esju (mod 1). 


这 里 花 括 号 是 强调 在 原 度量 ds? 下 的 回 量 内 积 . 
在 新 度量 ds? 下 , {ej ,es,e3) 仍 是 沿 C 的 正 交 标 架 ,但 不 再 是 单 
位 和 癌 量 了 ;尤其 是 e 仍 是 C 的 切身 量 . 取 


_ I 
1 一 人 人 上 Cr ( = 1,2,3), 
如 DO i 


则 {ei ,ez ,es3) 便 是 在 新 度量 ds* 下 沿 C 的 么 正 标 架 , 这 里 C 是 C 在 
共 形 变换 下 的 像 . 类 似 于 (2. 10'), 这 里 C 的 全 挠 率 应 为 


— 】 _- 
0 一 去 | (dey) (mod 1 ). 


由 (2. 11) 容易 计算 
{(des)es}a = 0:{(des)es} yr = {(de,)es}ar. 

因此 ,so = 二 oo (mod 1). 证 毕 . 

定理 2.7 球面 上 任何 闭 曲 线 的 全 挠 率 等 于 零 . 反之 , 若 曲 面 
M 上 任何 闭 曲 线 的 全 乒 率 为 零 , 则 M 是 球面 或 平面 的 一 部 分 . 

证 明 ”和 拘 证 定理 的 第 一 部 分 .不 妨 设 曲线 C : z = 二 xls) 是 半 
伍 为 7 的 球面 5S:(7) = {rx EB ||zl? ==7?} 上 的 闭 曲 线 ,s € [0 
是 它 的 弧 长 参数 .于 是 ， : 

Iz(s)| =r:, rx(s) + 7T'(s) 一 0， (2. 12) 


， d 、 、 _ 
其 中 7'(s) = 下 是 C 的 单位 切 问 量 . 取 沿 C 的 Frenet 标 架 场 
{TX(3) 3T(S),N(s),B(s)}. (2.12) 的 第 二 式 使 我 们 可 设 
Zf3) =r cos OONG) + r sin 805)B(s). 


对 上 式 两 边 求 导 ,利用 Frenet 公式 得 


dg 
ds 17 


其 中 和 z+ 分别 是 C 的 曲率 和 挠 率 . 由 此 得 


do 


1 =rkcoso0T— rsing N+-receost Ts + 7)B, 


。 bh) 。 


do 
] +rkcos0=0, sing 对 十 可 = 0， cos 8 + 一 


上 面 第 一 式 表 明 cos 6 关 0, 故 从 第 三 式 得 
rds 二 dO 二 0. 


因此 ， 
0 一 去 | rds 0 (mod 1). 
2AX je 


现 证 定理 的 第 二 部 分 . 显然 ,我 们 只 要 证 明 M 上 每 点 都 是 脐 点 . 
用 反 证 法 . 设 M 上 有 一 非 脐 点 , 则 存在 包含 该 点 的 一 邻 域 U CM ,使 
U 中 没有 脐 点 .在 过 上 取 曲 面 的 曲率 线 参数 网 (x ,ww ) ,使 曲面 方程 为 
ZX 二 xX(w ,Ww ). 于 是 ,我 们 取 es 为 曲面 的 单位 法 向 量 , 并 取 


使 它们 分 别 是 对 应 于 主 曲率 记 和 的 主 方 癌 .在 这 样 的 么 正 标 架 
场 下 ， 
~ VEdu, w= VGdu’, 
| ow 一 Ri ， cu? -一 R 
现 设 C:z= 二 xu (Gs), wi(s)) = 二 x(s) 是 位 于 U 中 的 任 一 闭 
曲线 ,s 是 它 的 弧 长 参数 ,TG) = 衬 是 它 的 单位 切 向 量 . 取 Q 一 
es3 X 了 , 则 有 
C 一 一 simnOel 十 costVe 一 一 


(2. 13) 


ce 十 Ye, (2. 14) 
因为 祁 C 有 巡 = 二 cos 0ds, w= 二 sin 0 ds( 参 见 第 一 章 ,3.2). 
显然 ,e; 和 QQ 构成 C 上 每 点 的 法 平面 的 么 正 基 . 这 样 ,由 


(2. 10 ) 和 定理 条 件 有 
— 去 | (de)Q =0 (mod 1). (2. 15) 
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利用 (2.13) 和 (2. 14) 易 得 
(des)Q = (— we 一 ees)| 一 下 和 十 dee 


re G0 
-一 一 一 -ee, 


~ (kwe 十 Row ez) ER ds 
wl” 
一 一 (k, 一 k,) ds 
Toi Lp py 
9 (Ri k,) de 十 2 (k, k,) ds 


根据 定理 条 件 , (2.15) 中 积分 与 路 径 C 无 关 ,; 因 而 被 积 清 数 
是 某 个 函数 的 全 微分 (mod d9). 因此 ,存在 函数 政 :U -> R, 使 
(de IQ = dF = Fw Fw. 


与 鞋 面 的 计算 结 末 相 比 较 , 便 得 
] wo ] wo 
F(R ka) T= Fi 了 了 (A ka) Ts = Ke (2. 16) 


其 中 ds = VvV Ceo)? 十 (wr)?. 将 (2.16) 两 边 平方 ,有 


Lp — Ro) Cw) = CF TFC)? 4 C2)?], 


4 
Th ha) )? = (Fo) TC)? 十 Co 条 
两 式 相 加 得 | 
于 ( — ka)’ = (FI) + (CFs). 
代 回 原 式 得 


LF) + CF N02)? = (CF)T (C0)? + (Cw ):], 
即 
(Fo 十 下 (EL — Fw) = 0. 
因为 w 和 w 是 线性 独立 的 , 故 从 上 式 推 得 
Ff!=0, F,=0. 
代入 (2.16) 就 有 二 .这 与 U CCM 中 没有 脐 点 相 了 矛盾 . 因此 ,MM 
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上 每 点 都 是 脐 点 ,定理 2.7 证 毕 . 

注 这 个 定理 的 第 二 部 分 最 早 由 W. Scherrer 在 1940 年 得 
到 . 这 里 我 们 给 出 一 个 较 简便 的 证 明 . 

全 挠 率 的 重要 性 还 在 于 它 与 曲线 的 环绕 数 有 关 . 设 C:z = 
Xx(s) 和 Ci :x 三 Xxi(t) 是 两 条 不 同 的 空间 闭 曲 线 , 它 们 的 环绕 数 
(Linking number)L(C,C)) 定义 为 


、 ] ] 
L(C,C) 一 二 | 误 ( 工 一 firdzydzi)， (2. 17) 
CXC) 


其 中 下 二 |z 一 zi 上 之 0. 它 的 故 一 解释 大 由 


x(s) — zx1(t) 
Cs) 一 了 CD 


定义 的 映射 p: C X C1 一 5S?CE’ 的 映射 度数 . (2. 17) 中 的 积分 是 
Gauss 在 研究 电磁 现象 时 得 到 的 , 故 称 为 Gauss 积分 . 环绕 数 工 是 
个 整数 ,图 1-17 分 别 给 出 了 工 = 0,1,2 的 情况 . 在 生物 化 学 中 ， 
DNA (脱氧 核糖 核酸 ) 分 子 的 数学 模型 要 用 到 环绕 数 的 概念 ,从 而 
引起 了 数学 家 们 广泛 兴趣 . 当 C, = C 时 ,类 似 (2.17) 的 积分 


CXC 


p(s,t) 一 (XEC,XIECI) 


称 为 CC 的 打数 (Writhing number), 其 中 让 二 |x 一 zx|: 守 0， 蔗 ， 
Xx 幻 C. 现 设 v(s) 是 C 上 任 一 单位 法 向 量 场 , 取 充 分 小 数 e 二 0, 构 
造 曲 线 Cs: xe(s) 二 x(s) 十 ev(s). 那 么 ， 
LOL 一 所 十 0， 
其 中 5 就 是 C 的 全 挠 率 . 这 个 公式 是 由 J.H. White 得 到 的 ( 见 
Amer.J. Math. ,1969,91:693 ~ 728). 当 C 的 曲率 处 处 非 零 时 ,类 
似 的 公式 分 别 由 G.Cilugidreanu( 见 Rev. Math. Pure Appl,， 
1959,4:5 ~ 20) 和 W.F.Pohi( 见 J]. Math. Mech. ，1968,17.975 
~ 985) 先后 给 出 . 
。64 。 


Ci c 


1. 证 明 : 昌 率 &(s) 之 一 (7 之 0 为 常数 ) 的 最 短 闭 曲 线 是 半径 
为 ~ 的 圆周 . 

2* .(A.Schur 定理 ) 设 C 是 曲率 为 RS) 的 平面 曲线 段 , 端 点 
为 A4 和 B,C 与 孜 AB 一 起 构成 平面 是 闭 曲 线 . 又 设 C 是 与 C 有 相 
同 长 度 工 的 空间 曲线 绒 段 ,端点 为 入 和 如, 而 且 当 C 以 C 的 同和 参数 
$ 表达 时 ,C 的 曲率 (5) 之 (5). 令 d 和 如 分 别 为 弦 AB 和 如 BB 的 长 
度 . 求 证 :d 之 ,其 中 等 号 当 且 仅 当 CC 与 C 会 同时 成 立 . 

3 ”. (H. A. Schwarz 定理 ) 设 CC 是 和 连 结 两 定点 妇 和 和 昌 B 的 曲线 


* pH»* 


段 ,其 曲率 k(s) 二 一 Cr 之 0 常数 ),d 之 2r 为 A 和 B 之 间 的 距离 
又 设 S: 是 过 4 和 万 的 半径 为 > 的 圆 . 证 明 ;C 的 长 度 或 比 劣 线 AB 


短 ,或 比 优 弧 4 长 . 
4. 设 C 是 球面 S: 上 的 闭 曲 线 ,其 曲率 和 挠 率 分 别 为 有 (5) 和 


rls), 且 Cs) 尖 0. 证 中 :|| El) 一 0. 
| 


5*. 车 曲面 M 上 任何 闭 曲线 C 都 成 立 | (元 )ds 二 0, 试 证 :M 


是 球面 或 平面 的 一 部 分 (参考 B Segre. Atti della Acad, Nazi, dei 
Lincei, Rendiconti, 1947,3;,420 ~ 422), 


* DO。 


第 三 章 ”EE* 中 曲面 的 整体 微分 几何 


曲面 的 整体 微分 几何 在 20 世纪 得 到 了 全 面 发 展 ,并 成 为 高 维 
流 形 几 何 的 重要 源泉 . 曲面 整体 性 质 的 研究 仍 是 现代 微分 几何 学 
的 重要 方 癌 之 一 . 

本 章 介绍 EE 中 曲面 的 某 些 整体 性 质 , 这 不 仅 需 要 曲面 的 局 部 
理论 ,也 涉及 欧 氏 空间 点 集 拓扑 的 某 些 知 识 , 主 要 是 有 关 欧 氏 空 间 
中 连通 紧 致 集 的 一 些 基本 性 质 . 为 了 完整 起 见 , 我 们 把 这 些 材 料 简 
要 列举 在 附录 A 中 , 欲 知 详细 可 参考 文献 [31. 


S1 曲面 的 Gauss-Bonnet 公式 


1.1 曲面 的 整体 描述 


记得 Jordan 曲线 定理 (第 二 章 , 定 理 1.1) 说 ,E: 上 的 简单 闭 曲 
线 C 把 饭 分 成 两 个 连通 分 支 , 它 们 都 以 C 为 边界 .我 们 把 不 包含 C 
的 那个 有 限 连通 分 支 称 为 一 个 开 邻 域 . 设 U CE? 是 一 开 邻 域 ,其 
上 坐标 为 zx 二 (zw ,we).E 中 一 片 C 阶 曲面 片 M 是 指 一 个 映射 


ZL 一 下 的 像 zGC) = 二 MCE’, 它 满足 下 列 条 件 : 
(ZL 一 凡是 C 阶 的 , 即 若 映射 zx 表示 成 
TU) = (Tu uA) TW ,ou ) 3CUL UK2) 7) ， 
则 直角 坐标 函数 x' (wu' ,w?*) 具有 直到 k( 宇 1 的 正 整数 或 十 避 ) 阶 的 连 
续 偏 导数 (i = 1,2,3). 当 它 们 为 实 解析 函数 时 ,x 称 为 C" 阶 的 . 
(2) zlu) 是 一 同 胚 , 即 它 的 逆 映 射 x = x 1!;MM ->U 存在 且 连 续 . 
. bp?7 . 


. az 
(3) x(u) 是 正则 的 , 即 x X xz 关 0, 或 Jacob! 拭 阵 | 2 | 


(i 二 1,2,3;Q 二 1,2) 的 秩 为 2. / 

条 件 (1) 和 (3) 是 保证 曲面 片 的 光滑 性 和 正则 性 ,一 般 总 要 求 
& 宇 2, 这 对 研究 M 的 局 部 微分 几何 性 质 是 十 分 自然 的 要 求 . 条 件 
(2) 一 方面 可 避免 正则 曲面 的 自身 相交 性 , 另 一 方面 可 用 来 防止 
出 现 某 些 难 以 处 理 的 不 寻 篆 现象 . 

这 样 定 义 的 曲面 片 还 不 能 包括 许多 常见 的 曲面 . 例如 ,对 于 普 
通 球 面 ,常用 的 球面 坐标 (6,9) 

TI 一 rsSinlOcosp，， Xo—=rsin0sing, Xx =r 人 cosd0 
就 不 符合 条 件 (2) 的 要 求 , 因 为 当 0 = 二 0 时 ,不 论 9 为 何 值 ,(0,9) 都 
对 应 着 一 个 北极 (0,0,r). 事实 上 ,整个 球面 不 能 算是 曲面 片 ,因为 
i E 的 有 和 界 闭 于 集 , 球 面 上 任何 无 限 点 序列 必 有 极限 点 . 符 球 

是 曲面 片 , 则 根据 (2),E* 中 开 邻 域 U 内 的 任何 点 序列 也 将 在 万 
办 有 朴 限 志 这 显然 不 能 

定义 BE 4 的 子 集 对 称 为 _ 张 Cx 阶 而 ,如 果 存 在 _ 系 Cs 阶 曲 


面 片 (za > Mihxez sy 其 中 (Uiher 是 EB? 中 的 一 系 开 邻 域 ,使 得 

(DM 二 由 如 ， 即 (Mihzes 构成 必 的 一 个 开 覆 盖 . Mi; 称 为 M 
的 坐标 邻 域 ,wa = 2 : M; 一 已 称 为 M 上 的 局 部 坐标 ,mu = (ul， 
u?). 集合 {COMywu) her 称 为 AM 的 坐标 图 集 . 

(2) 奉 A 人 [| M, 关 名 (4,p4 EE 荆 ), 则 对 于 Mi 人 门 M6, 上 的 两 种 
局 部 坐标 ua 和 存在 C* 阶 映射 

you :WalMi {| M,) > uM (| M,), 
即 存在 C* 阶 坐 标 变 换 
Ux = WU )， Us = us (ul ,u?). 

简 言 之 ,中 一 张 C* 阶 曲面 是 若干 (可 能 无 限 ) 张 满足 相 容 性 

条 件 (2) 的 C* 阶 曲面 片 的 并 集 . 以 后 车 无 特殊 说 明 , 曲 面 都 是 指 
。 68 。 


Cr(k 2) 阶 的 ,并 简称 为 光滑 曲面 或 曲面 
显然 ,曲面 片 本 身 就 是 曲面 ， 
现 说 明 整 个 球面 符合 这 个 定义 ， 
事实 上 ,球面 S:: (x1')? 十 (x) 十 (zs)2 二 1 可 用 下 列 6 块 曲 


面 片 UU,,* ,Us 加 以 覆盖 , 取 0 二 一 了， 
V3 


D ,Cryx?) 为 坐标 ,za 二 Vi 一 (7)? 一 (7) > 1 

Ds) 为 举 标 ,z* 二 VI 一 07 一 C777 之 一 | 
(Xx) (zz): < 一 E， 

了 :Kxzzyzs) 为 坐标 ,zl 一 V1 一 (7) 一 (7)>E 

局 ,:(z:,zs) 为 坐标 ,x 二 一 vT (7) 一 (x) <— | 
(Xx) 十 (XT) < 1 一 E， 

7 (zs,zl) 为 坐标 ,二 JI 一 (zz 一 (rx) >e 

DD,, (za,zl) 为 坐标 ,一 一 MI 一 (Xi 一 (xX) < 一 | 


(zx) 十 (z5)2 le 


e 090. 


由 于 (z02 十 (xz?)? 十 (xz3)? 二 1,|x!|,|z?|,|x?| 中 至 少 有 一 
个 大 于 或 等 于 1/ v 3 , 即 大 于 se, 所 以 球面 上 任 一 点 至 少 属于 这 六 
个 曲面 片 之 一 , 故 01,0,,…,U。 覆盖 整个 球面 . 相 容 性 条 件 (2) 是 
不 难 验 证 的 . 因而 球面 件 合 曲面 的 定义 . 

更 一 般 地 说 , 设 f(r!,X?,7T”) 是 定义 在 了 上 的 C 阶 函 数 ,M 
是 满足 

F(lri,Tr ,7 )=0 
的 点 所 成 的 集合 (假定 它 为 非 空 ). 如 果 对 于 每 一 点 x € M,F， 
1 2 不 全 为 零 , 那 么 M 一 定 是 一 个 曲面 . 事实 上 , 设 zx, = 二 (xl， 
X76，T0) EM, 不 妨 设 s (cz,Xi) 关 0, 那 么 由 隐 孙 数 存 在 定理 知 
一 定 存 在 ze 的 一 个 邻 域 V 和 (如 ,zz) 的 一 个 平面 开 邻 域 Z 和 
一 个 CC 阶 函 数 f(x!,x’*), 使 得 VC M 的 点 可 表 为 
(x Tf XT)), (zlz2) EU, 

因此 符合 曲面 定义 的 要 求 . 

由 此 可 见 , 正 则 的 二 次 曲面 ( 椭 球 面 . 单 叶 和 双 叶 的 双 曲 面 、. 椭 
圆 抛物 面 . 双 曲 抛物 面 等 ) 都 是 光滑 曲面 ,但 二 次 锥 面 不 是 光滑 曲 
面 , 因为 它 在 项 点 附近 ,不 能 与 平面 开 邻 域 同 肪 ,此 外 ,在 顶点 处 ， 
可 微 性 被 破坏 了 . 

对 于 整体 曲面 M , 它 是 忆 : 的 一 个 子 集 , 故 若 干 拓扑 概念 也 都 
可 以 引用 ( 见 附录 A). 

(1) 连通 性 。” 大 曲面 M 不 能 表 为 两 个 不 相交 的 非 空 开 集 之 
并 , 则 MM 称 为 连通 的 .C* 阶 曲面 可 以 是 连通 的 ,如 球面 . 单 叶 双 曲 
面 等 ;也 可 以 是 不 连通 的 ,如 双 叶 双 曲 面 . 一 般若 无 特殊 说 明 , 以 后 
我 们 总 是 研究 连通 的 曲面 . | 

(2) 单 连通 性 ”者 曲面 M 上 任意 一 条 闭 曲 线 部 可 以 在 其 - 
连续 收缩 为 一 点 (直观 地 说 是 M 上 没有 洞 ) , 则 称 M 征 单 连通 的 . 
大 M 上 一 个 区 域 QC M 具有 单 连 通 性 质 , 则 称 0 是 M 上 的 -- 个 
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(3) 紧 致 性 ”如果 曲 面 M 在 瑟 ' 中 是 一 个 有 界 财 集 , 则 称 AM 为 
紧 致 的 . 根据 欧 氏 空间 点 集 拓扑 知识 , 紧 致 曲面 有 下 列 等 价 定义 : 

(I)M 上 的 任何 无 限 点 列 均 有 极限 点 (属于 M). 

(CI AM 上 的 任 一 开 和 覆盖 都 有 有 限 子 覆盖 . 这 意味 着 M 可 用 有 
限 个 曲面 片 来 覆盖 . 例如 ,球面 \ 环 面 都 是 紧 致 的 ,平面 则 不 是 紧 致 
的 . 注意 ,根据 上 述 整 体 曲 面 的 定义 ,以 后 我 们 所 说 的 紧 致 曲面 总 
是 没有 边界 的 ,为 强调 这 一 点 ,有 时 也 称 之 为 紧 致 六 曲面 . 

(4) 完备 性 。” 则 面 上 第 一 基本 形式 给 出 了 它 的 一 个 度量 . 所 
请 完备 性 ,就 是 它 作 为 二 维度 量 空间 是 完备 的 ,关于 它 的 等 价 定 
义 ,我 们 将 在 第 四 章 § 3 中 详细 论述 . 因此 , 紧 致 曲面 一 定 是 完备 
的 ,但 完备 曲面 未 必 紧 致 . 在 完备 曲面 上 , 测 地 线 可 以 无 限 延 长 ,这 
对 于 曲面 的 整体 研究 是 一 个 最 适宜 的 条 件 . 

在 曲面 的 整体 描述 中 ,还 有 一 个 重要 概念 就 是 曲面 的 定向 性 . 

定义 ”大曲 面 M 上 给 出 一 个 连续 变化 的 法 向 量 场 ,使 得 当 这 个 
法 癌 量 沿 覆 上 任何 闭 曲 线 移动 一 周 时 , 它 的 正 向 不 改变 ( 即 仍 回 到 出 
发 时 的 位 置 ), 则 称 曲 面 M 是 可 定向 的 ;否则 称 为 不 可 定向 的 . 

因为 曲面 上 任 一 一 局 部 邻 域 都 同 胚 于 一 个 平面 开 邻 域 ,所 以 每 张 曲 
面 的 局 部 总 是 可 定向 的 ,但 是 ,就 整个 曲面 来 说 ,情况 未 必 如 此 . 例如 ， 
球面 \ 环 面 是 整体 可 定向 的 ,而 著名 的 M obius 带 则 是 整体 不 可 定向 
的 . 


在 覆盖 M 的 每 个 曲面 片 M, 上 ,其 法 向 量 一 般 由 n, = 这 x 


村 


z 决定， 在 4 站 1 天 他 处 ， 法 向 量 的 变换 公式 是 


dz, w Ary dy) ar ,Ar Oul ,ui) 
Ml du OUusup) al Mu dul ul) ?1 
其 中 (wi,u2) /9Cuss,wuz) 是 坐标 变换 的 Jacobi 矩阵 . 为 使 法 向 量 不 


ss 7] 。 


nN, 一 


] 2 
改变 方向 ,只 需 det "2 > 0. 因此 ,可 定向 曲面 M 的 一 个 等 价 


定义 是 :M 上 存在 一 坐标 图 集 {(M;,u;))iei, 使 所 有 坐标 变换 的 
Jacobi 矩阵 的 行列 式 都 取 正 值 . 对 于 紧 致 曲面 ,我 们 有 下 列 定理 . 

定理 1.1 FE” 中 每 张 紧 致 曲面 都 是 (整体 地 ) 可 征 问 的 . 

证 明 用 反 证 法 .假设 下 中 紧 致 曲面 M 是 不 可 定向 的 , 即 M 
上 存在 一 (光滑 ) 回路 C 使 得 当 MM 的 法 向 量 ” 沿 C 移动 一 周 时 ,n 
的 方 癌 被 反 过 来 .我 们 在 C 的 每 点 , 沿 2 的 正 向 在 2 上 截取 适当 小 
e 的 一 段 , 则 端点 的 轨迹 是 正 : 中 一 简单 闭 曲 线 夏 ( 可 以 使 它 是 光滑 
的 ). 因为 nn 沿 C 移 动 一 周 时 从 M 的 一 侧 转 到 另 一 侧 , 故 卫 恰 好 与 
MM 相交 于 一 点 Xo, 并 且 可 假定 在 zo 点 与 MM 横 截 ( 即 厂 与 导 在 福 。 
不 相 切 ), 否 则 只 要 调整 < 即 可 .由 于 本 可 收缩 为 一 点 ,因此 存在 从 
E 中 团圆 盘 DD 到 Ei 的 光滑 映射 p: D 一 EE; 使 得 史 的 边界 S! 被 9 
映 为 夏 ( 参 考 图 -15(a)), 即 二 9g(51). 

因为 M 是 紧 致 的 (当然 是 闭 的 ) ,我 们 可 以 使 8 横 截 M, 即 在 
9D) 由 MM 处 ,pLD) 与 好 不 相 切 出. 这 在 3$: 上 已 经 做 到 了 , 即 荆 与 
MM 模 截 . 根据 横 截 性 的 主要 性 质 , 逆 像 交 ICM 门 pg(D)) 或 是 位 于 DD 
内 部 ( 即 不 包含 5') 的 若干 互 不 相交 的 简单 于 曲线 ,或 是 两 个 (不 
同 ) 端点 在 S' 上 的 光滑 弧 段 .但 六 IGM 门 了) 与 $: 只 有 一 个 交点 ， 
因而 得 到 站 盾 .定理 证 毕 . 

注 上述 证 明 引 上 自 HH. Samelson 文 (Proc. Amer. Math. Soc. ， 
1969，22:301 一 302). 定理 对 高 维 欧 氏 空间 E”* 中 的 超 曲 面 M 也 
成 立 , 而 且 只 要 求 M 是 欧 氏 空 间 中 的 岩 人 闭 子 集 ( 不 一 定 要 求 紧 
致 ). 


1.2 Gauss-Bonnet 公式 


QD 参考 J Milnor. Differential Topology, Lect. Notes, Princeton. Princeton 


Univ. ,1959 [中 译本 : 熊 金 城 译 . 从 微分 观点 看 拓扑 .上海 ;上海 科技 出 版 社 ,19837. 
YI 


没 M 是 可 定向 曲面 ,2CM 是 M 上 的 单 连通 紧 致 区 域 ,其 边 
界 为 902. 
沿 曲 线 2, 其 测 地 曲率 可 表示 为 ( 见 第 一 章 , 公 式 (3. 28)) 
kds = d0 十 or， (1.1) 


其 中 s 是 982 的 弧 长 参数 ,规定 22 的 正装 


如 下 : 当 我 们 按 正 向 沿 曲 线 30 运动 时 ,区 
域 2 总 在 左边 (如 图 -1). 把 (1.1) 式 沿 DS 


af 积分 ,得 
je juo+| (2) 


为 了 计算 上 式 右边 的 第 一 个 积分 ,我 们 可 图 -1 

把 单 连 通 区 域 2 经 过 连续 映射 变换 成 平面 上 的 一 个 单 连通 区 域 ， 
af 变 成 平面 简单 闭 曲 线 . 因为 这 个 积分 的 值 在 变换 过 程 中 只 能 连 
续 地 变化 ,由 切线 诈 转 指标 定理 (第 二 章 ,》1.2), 易 得 


je= 一 27r， 


对 于 (1. 2) 右边 的 第 二 个 积分 ,我 们 应 用 Stokes 公式 ,得 


| = ae 一 一 | Kw Aw =~—— | kaa， 
加 i 


其 中 d4 是 曲面 的 面积 元 . 把 这 些 关 系 式 代 入 (1.2), 最 后 便 得 曲 
面 上 单 连通 区 域 的 Gauss-Bonnet 公式 . 


gaa + fads = or a1.3) 
0 A 


如 果 边 界 2 由 曲面 上 一 条 分 段 光 滑 的 简单 曲线 组 成 ， i 
限 段 光 消 曲线 CC 所 组 成 ,它们 除 连接 点 外 没有 其 他 交点 ， 
对 的 切 问 量 在 这 些 光 请 曲线 段 的 连接 点 处 有 “ 跳 牙 ”一 一 外 角 . 设 
在 交点 A; 处 的 外 角 是 9.( 见 图 下 -2),2 可 正 也 可 负 , 它 的 符号 由 曲 
面 的 定 问 决定 : 当 人 了 (4; 一 0) 到 了 (4 十 0) 的 方向 与 MM 的 定向 一 
ee 773， 


致 时 , 则 6; 为 正 ; 反之 为 负 ( 见 图 
-2). 因此 ， 
— it. 


这 时 ,显然 有 


| kds = 5 |ids, 

A] t C. 
|a0= Bld0, = 2 — S70. 
3 1 


因此 ,(1. 2) 化 为 


| Kaa4 十 > 4as 十 > = 2x. 
n ‘CC : 


(1. 4) 
现 设 2 是 曲面 M 上 的 任 一 紧 致 图 -2 
区 域 , 它 的 边界 由 互 不 相交 的 m 条 简 
单 的 分 段 光滑 闭 曲线 [组 成 ,由 拓扑 学 知 ,这 样 的 区 域 2 可 以 三 
角 剖 分 , 即 把 2 分 割 成 许多 以 三 条 曲线 
段 为 边 的 单 连通 的 曲面 三 角形 ,使 得 每 \ | \ 
个 三 角形 都 落 在 M 的 一 个 坐标 邻 域内 . ' 
对 于 定向 曲面 ,我 们 可 以 以 右手 法 则 规 V 
定 每 个 三 角形 边界 的 正 向 ,区 域内 部 边 
界 的 定向 刚好 分 别 取 得 一 次 正 向 和 一 次 
负 向 ( 见 图 下 -3). 经 过 这 样 的 剖 分 后 ,我 图 -3 
们 得 到 三 个 数 :F 一 一 三 角形 的 个 数 ;E 一 一 边 的 条 数 ;7 一 项 
点 数 .它们 确定 了 区 域 2 的 Euler-Poincare 未 性 数 ( 见 附录 B) 
X(1) 一 下 一 五 十 了. (1.5) 
这 个 数 与 三 角 剖 分 的 方式 无 关 , 是 曲面 的 拓扑 不 变量 . 
现在 对 每 个 单 连通 的 曲面 三 角形 应 用 公式 (1. 4) ,再 把 所 得 的 
结果 逐 项 相 加 ,并 利用 下 述 事实 ;区 域 0 内 部 的 每 一 条 边 上 恰好 按 
。 7T4。 


正 反方 向 各 积分 一 次 ,因而 互相 抵消 . 我 们 得 
中 ka4 十 > | ed 十 之 /之 /bx = 2xF， (1. 6) 


式 中 F 表示 £2 中 的 三 角形 个 数 ,0 ,0;2 0;3(] = 1, ,EF) 是 第 7 个 
三 角形 的 三 个 外 角 , 见 图 下 -4. 


图 -4 


记 Qx = 三 TT 一 lk 二 1,2,3) 是 第 个 三 角形 的 三 个 内 角 , 于 是 
之 0 一 之 Ar -- Don 一 37rg 一 jan: 
再 引入 记号 | 
E. 二 落 在 2 边界 上 边 的 总 数 ，; 
Ei 一 落 在 六 内 部 的 边 的 总 数 ; 
V ,二 落 在 2 边界 上 的 顶点 总 数 ，; 
Vi 一 落 在 02 内 部 的 顶点 总 数 . 
因为 任 一 曲线 了 ;都 是 闭 的 ,因此 我 们 有 EE, = 了 .不 难 验证 ， 
3F = 2E, + EE.. 
因此 


> 0 -一 2TrP 十 Ak, 一 jan: 
7 了 


* 7. 


92 上 的 项 点 可 分 为 两 部 分 :一 部 分 是 原来 了 ;的 顶点 , 它 的 总 
数 记 为 V.; 男 一 部 分 是 由 剖 分 产生 的 其 他 顶点 ,其 总 数 记 为 V,， 
显然 了 = 二 Vi 十 Vw. 对 Vs 来 说 ,内 角 之 和 为 x, 而 对 于 齐 分 中 任 一 
内 部 顶点 来 说 ,内 和 角 之 和 为 2r. 因此 ,可 算得 
> 04 一 2AEj, nAE,— 2aV1 一 TY 一 Dr 一 0.,) 
= 2xE + 2xE, — 2aVi 一 xb, — aV,+ >70 
一 2XE 一 2AxV 十 > 0. 
把 上 式 代入 (1. 6) , 便 得 
中 Kad4 十 > leds + D0 = 2r(F ~ E+V) = 2xX(O). 
z (1.7) 
这 就 是 关于 曲面 上 任何 带 边 界 紧 致 区 域 的 整体 Gauss-Bonnet 公 
式 . 对 于 单 连通 区 域 ,X(2) == 1,(1.7) 化 为 (1. 4). 


对 于 整个 紧 致 闭 曲 面 ,仍然 可 以 作 三 角 剖 分 ,但 已 没有 边界 曲 
线 . 如 图 下 -5 所 示 . 


X=2 x=0 X=-2 
E-0 = 8 
图 -5 


球面 :X 二 2; 环 面 :X = 0; 两 个 洞 的 紧 致 曲面 :一 一 2; …， 8 
个 润 的 紧 致 曲面 :xX = 2(1 一 g). 由 拓扑 学 知 ,任何 定向 的 紧 致 闭 
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曲面 ,其 Euler-Poincare 示 性 数 只 能 取 值 2,0, 一 2, ,一 2g，…， 
而 且 示 性 数 相等 的 紧 致 曲面 互相 同 胚 . 因此 ,x 就 给 出 了 定向 的 紧 
致 闭 曲 面 的 完全 拓扑 分 类 ( 详 见 附录 B). 数 & 一斑 [2 一 X(s)] 称 为 
曲面 M 的 亏 格 , 即 M 包含 的 洞 的 个 数 . 因此 亏 格 g 也 是 一 个 拓扑 
不 变量 . 于 是 
X(s) = 2(1 — 8). (1. 8) 
对 于 整个 定向 的 紧 致 曲面 M 来 说 ,(1.7) 中 不 出 现 边界 曲线 
及 外 角 ,所 以 有 
定理 1.2 设 M 是 紧 致 定向 闭 二 维 曲面 , 则 成 立 下 列 


Gauss-Bonnet 公式 ， 


Kaa = 2xX(CM) = 4xr(l 一 5)， (1. 9) 


其 中 天 是 AM 的 Gauss 曲率 ,XCM) 是 Euler-Poincare 示 性 数 ,g 是 
MM 的 亏 格 . 

注意 ,在 这 个 著名 的 Gauss-Bonnet 公式 (1.9) 中 ,右边 是 M 
的 拓扑 不 变量 ;左边 是 M 的 内 蕴 几 何不 变量 , 称 为 曲面 M 的 全 曲 
率 . 公式 (1.9) 把 两 者 联系 了 起 来 ,因此 是 整体 微分 几何 学 中 十 分 
重要 的 公式 之 一 . 由 于 全 曲率 完全 是 曲面 的 内 蕴 性 质 , 因 此 ,公式 
(1. 9) 对 任何 定向 的 紧 致 二 维 黎 曼 流 形 都 成 立 , 即 与 外 围 欧 氏 空 
间 无 关 ( 见 第 四 章 ). 由 定理 1. 2 还 可 得 下 述 推论 . 

推论 1.3 大 紧 致 定向 曲面 M 的 Gauss 曲率 非 负 ,但 不 恒 为 
零 , 则 M 必 同 胚 于 球面 . 

证 了 表 由 (1.9) 


2xX(s) 一 ||gaa > 0, 
MM 


所 以 X(s) 二 2,g(s) = 0. 因此 ,MM 必 与 球面 同 肛 . 


。 fi. 


习 题 


1. (Jacobi 定理 ) 设 C:z 一 zZ(s) 是 一 条 曲率 非 零 的 正则 空 
间 闭 曲线 , 它 的 弧 长 参数 为 5; 又 设 C 的 主 法 线 像 NGs) 是 单位 球面 
S* 上 的 简单 闭 曲 线 , 它 的 弧 长 参数 为 s, 试 证 : : 


CI) 时 | =1/08? 十 下 ), 其 中 和 r 是 曲线 C 的 曲率 和 找 率 ; 


C1) 曲线 MG) 的 测 地 曲率 & 一 证 arctg| 下 | 下， 


(下 ) 曲线 NN(s) 把 5 分 成 面积 相等 的 两 部 分 . 

2. 设 M 是 EE 中 亏 格 为 零 的 财 曲 面 ,CCM 是 M 上 的 简单 闭 
测 地 线 , 设 A 和 B 是 M 上 以 C 为 公共 边界 的 区 域 ,N: M 一 S: 是 
M 的 Gauss 映射 . 试 证 :N(A) 和 NN(B) 面积 相等 . 

3. 验证 1.1 中 和 窗 盖 球面 的 6 个 曲面 片 {01),4 二 1,…,6, 满 足 
相 容 性 条 件 (2). 

4. 证 明了 再 中 Gauss 由 率 非 负 的 紧 致 半 曲面 必 同 胚 于 球面 . 

5. 设 几 是 EE 中 亏 格 非 零 的 紧 致 曲面 , 试 证 . M 上 必 存 在 点 使 

它 的 Gauss 曲率 分 别 为 正 、 负 和 零 


S2 Liebmann 定 到 


2.1 球面 的 刚性 


曲面 的 整体 性 定理 的 一 个 简单 典型 例子 是 E; 中 球面 的 刚性 . 
所 硝 球 面 的 刚性 , 意 即 : 设 p: 3 一 M 是 球面 SCE: 到 曲面 M = 
Jo ) CE 上 的 等 距 对 应 , 则 M 本 身 必 为 球面 . 直观 上 ,这 意味 着 
要 把 球面 作 无 伸缩 的 弯曲 变形 是 不 可 能 的 ， 
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我 们 将 证 明 下 面 的 

定理 2.1(H. Liebmann ,1899) 设 M 是 E: 中 Gauss 曲率 天 
为 常数 的 紧 致 连通 闭 曲 面 , 则 M 必 为 标准 球面 . 

由 上 述 定理 即 得 球面 的 网 性 . 事实 上 , 设 9:5 一 MM 是 球面 5 
到 M 上 的 等 距 对 应 ,因为 Gauss 曲率 在 等 距 对 应 下 是 不 变 的 , 故 
9(S ) 一 MM 就 有 常数 Gauss 曲率 ,而 且 由 于 球面 是 紧 致 连通 的 , 故 
它 的 连续 像 W 也 是 紧 致 连通 的 . 于 是 ,由 Liebmann 定理 ,MM 也 必 
是 球面 . 

应 该 指出 ,存在 与 球面 风 胚 但 不 是 刚性 的 财 曲 面 , 下 图 就 给 出 
一 个 例子 .我 们 用 往 里 “撞击 ”的 方法 把 图 中 曲面 M 的 平面 区 域 P 
换 掉 ,使 得 变形 的 M' 仍 是 正则 的 . 用 “对 称 撞击 ”的 方法 可 得 另 一 
与 MW 等 距 的 曲面 MM", 但 不 存在 到 中 的 刚性 运动 可 使 MM' 变 成 Mr 
因此 ,MM 不 具有 刚性 ( 见 图 了 -6, 引 自 [3], § 5-2). 


图 下 -6 


以 下 ,我们 先 证 明 两 个 引 理 ,然后 完成 定理 2. 1 的 证 明 . 
2.2 两 个 引 理 


5| 理 2.2 EE’ 中 紧 致 闭 曲 面 M 上 至 少 有 一 个 椭圆 点 (Gauss 
曲率 为 正 ). 
证 阴 设 MCEs: 的 位 置 向 量 为 zx, 考虑 函数 
. Fa 


f=x*'x= |x|.. (2.1) 
显然 ,了 是 M 上 的 可 微 函 数 . 由 于 M 是 紧 致 的 ,了 必 在 某 一 所 
zo 各 M 达到 极 大 值 , 从 而 
df(zxo) = 0, d(df)(zxo) 委 0. (2.2) 
注意 ,上 面 的 第 二 式 左边 是 两 次 普通 微分 ,不 是 外 微分 . 
在 ze 点 附近 , 取 双 参数 么 正 活 动 标 架 {zjeiyez'es} ,使 e; 为 MM 
的 法 问 量 场 .由 (2.1) 多 得 
df 一 27 .dz 一 2(r。eowo (aa 一 1,2)， 


3d(d/) = (dz 。e 十 XT*， de 二 (x + e, dewr 
= PC) (r+ es) ww 十 (x * eg) ww 
二 (Xx*edjdw (a,p = 1,2). 
因此 ,(2. 2) 等 价 于 
(Tr*e)|,=0 (& ~ 1,2), 
| > (oo 十 (res(oio 十 oloz)] | <0. (2.3) 


注意 到 wiw 十 wiw? 是 MM 的 第 二 基本 形式 【( 见 第 一 童 ,(3. 24)) ,而 
第 一 基本 形式 1 = >, (wr*)’ 是 正定 的 ,因此 , (2. 3) 的 第 二 式 化 为 


立 


(zr » es)|, I (zo) < 0. (2. 4) 


因为 (2.3) 的 第 一 式 表明 ,在 xz。 点 位 置 向 量 zo 与 e; 平行 , 故 
(xX，e3) | 关 0, 这 样 ,(2.4) 意味 着 
HE (xo) 之 0 (或 全 0)， 

即 MM 的 第 二 基本 形式 在 zx。 点 是 有 定 的 (正定 或 负 定 ). 因此 ,在 zx。 
点 M 的 法 曲率 都 非 零 同 号 ,从 而 作为 两 主 曲率 之 积 的 Guass 曲率 
(zo) 盖 0. 证 毕 . 

现在 我 们 约定 :对 E’ 中 曲面 M 上 的 任 一 点 x 处 的 两 个 主 曲 率 
AZ 和 (XX) 电 设 如 (7X) 之,(7), 这 样 ,, 和 ,都 是 以 上 的 连续 
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函数 ,而 且 除 脐 点 CA 二,) 外 ,它们 也 是 M 上 的 可 微 函 数 . 
引 理 2.3(D. Hilbert) 设 M 是 FE’ 中 正则 曲面 ,x。€ 以 是 满 
足下 列 条 件 的 点 : 
(I)K(zo) 之 0, 即 ze 点 的 Gauss 曲率 为 正 ; 
(IE ) 在 ze 点 ,图 数 忆 达到 极 大 值 而 ez 达到 极 小 值 ， 
则 xo 必 是 M 的 脐 点 . 
证 明 先 回 忆 Gauss 曲率 天 的 一 种 表示 ,由 第 一 章 (3. 22)， 
wi = pw! + gw’, (2. 5) 
对 上 式 两 边 外 微分 ,利用 第 一 章 的 (3. 31), 得 
— Kw Aw=dpAw+idgAw + pdw + qdo. 
寿 令 
dp = pw, dg= gw (a,B = 1,2), 
则 从 上 式 和 结构 方程 ,可 得 
一 天 ww AwQ=(gq—p 二 gq 二 pw A wi, 
即 
天 一 疡 一 qi 一 力 :一 03?， (2. 6) 
现 用 反 证 法 证 明 引 理 2. 3. 设 zo 不 是 M 的 脐 点 , 则 存在 x 的 
一 个 邻 域 U CM, 使 UU 上 的 点 都 不 是 脐 点 .于 是 ,在 U 上 可 取 曲 率 
线 参数 网 (u,v); 再 取 el == xz/1z,|,es == xz,/|z,| ,使 它们 分 别 为 对 
应 于 主 曲 率 * 和 的 主 方向 . 在 这 样 的 活动 标 架 下 ,我 们 有 
w= VEdu, w= VGdv, (2.7) 
wi = kwl, w; 一 k,w. (2.8) 
对 (2. 8) 两 边 外 微分 . 利用 第 二 章 (2. 3) 式 
do =w Aw, do= ow Aw, dw = A w, (2.9) 
结合 (2. 5)、(2. 8) ,不 难得 到 
人 一 (RE — k,)pw]| A w= 0, 
(2. 10) 
| dk, 一 (k) — kaw]} A w= 0. 


。 8] 。 


议 
dk, = kw + how: = kl V 巨 du 十 有 VCdu， 
dk, = kw! Row’ = ko VEdutt ks VCdu， 
则 从 (2. 10) 可 得 
ki, = (k! — k,)p,， 
(&R — k,)9g, 


(2. 11) 


~ 
S 
| 


并 且 


《Ri )， 一 4 一 一 kl; VG 一 (ki Az) 户 VG, 
yy (2. 12) 
(k,), 一 = 一 k, VE 一 (ki 一 k,)g VE. 


按 引 理 条 件 (I)，(&).(Czo) 二 (ks),(Xo) 一 0 又 AR， 放 从 
(2. 12) 得 
p(Xo0o) 一 grzo) 一 0. (2. 13) 
为 一 方面 ,利用 (2.7), 易 知 

p=p:vVG, gq.=gqg VE. 
对 (2. 12) 两 边 求 偏 导数 ,利用 上 式 和 (2. 13), 得 在 ze 点 处 有 

(kw To) = [ky — ke)Gps]|,, 

faye, = [Ce — k)Eq |, 

青 利用 条 件 ( 1 了), 我 们 有 (k1)w(xo) 生 0,(k2)w(zo) 之 0, 故 (2.14) 
意味 着 


(2. 14) 


Pp: (Xo0) < 0， qi1(X0o) 之 0. (2.15) 
根据 (2.13) 和 (2.15), 从 (2.6) 便 得 开 (r) 委 0. 这 与 引 理 条 件 
(1) 予 盾 .所 Ll,xo 必 是 用 的 脏 点 . 证 毕 . 


2.3 Liebmann 定理 的 证 有 明 


现在 证 明 Liebmann 定理 . 因为 W 是 紧 致 的 ,由 引 理 2.2,AM 上 
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至 少 有 一 点 使 玉 >>0, 但 天 = const. ,因此 在 整个 M 上 天 > 之 0; 又 
由 于 MM 的 紧 致 性 ,连续 函数 在 MM 的 某 点 zo 处 达到 最 大 值 . 从 名 
“上 ,二 KK 一 const. 之 0, 可 见 在 zxo 点 有 ;将 达到 最 小 值 .于 是 ,根据 
引 理 2. 3,ki(xo) 二 有 k(xo) ,对 于 MM 上 任何 点 x € M, 我 们 有 
ki(Xo) 之 k(x) 之 ks(r) 之 ks(Xo) = ki(ro). 

所 以 ,M 上 每 点 都 是 脐 点 , 且 是 椭圆 点 . 由 熟知 的 定理 ,M 必 是 球 
面 的 一 部 分 . 因为 M 是 连通 的 , 故 M 属于 同一 球面 $:; 又 由 于 M 
紧 致 , 故 M 是 5? 中 的 闭 集 ， 而 M 显然 又 是 5 的 开 集 ， 所 以 M 本 身 
就 是 整个 球面 5*. 定理 2. 1 证 毕 . 

定理 2. 1 是 整体 微分 几何 的 一 个 典型 结果 . 就 是 说 ,一 些 局 部 的 
几何 量 (这 里 是 Gauss 曲率 ) 的 信息 加 上 某 些 拓扑 条 件 ( 这 里 是 紧 臻 
性 和 连通 性 ) ,可 以 推出 整个 曲面 很 强 的 限制 (这 里 断言 必 为 球面 ). 注 
意 ,连通 性 的 作用 是 防止 定理 2. 1 结论 中 出 现 两 个 或 多 个 球面 ; 紧 致 
性 则 是 保证 我 们 得 到 整个 球面 ,而 不 是 球面 的 一 部 分 . 

在 定理 2. 1 的 证 明 过 程 中 , 忆 .As 一天 == const. 的 假设 ,主要 
用 来 保证 是 上 的 递减 函数 ,我们 可 以 考虑 更 一 般 的 情况 . 

”定义 ” 主 曲率 和 %, 满足 一 个 函数 关系 (ki,k8,) 二 0 的 曲 

面 称 为 Weingarten 曲面 ,简称 W 曲面 . 


、 aor AF 7 
我 们 总 假定 去 - “ 也 ， 天 0, 由 F (kl,k,) 一 0 ,得 : 
oF ,oF 

Rt 十 ke 一 0. 


不 妨 设 委 - 隆 0, 于 是 有 


dk _ aF JaF 
dk 训 ;/ 入 
因此 ,和 :过 0 等 价 于 
ar oar 
pi 应 ， 之 0. (2. 16) 


s。 3 。 


满足 (2. 16) 的 W 曲面 称 为 椭圆 型 的 . 这 样 ,由 定理 2.1 的 证 
表 过 程 多 得 

推论 2.4 设 以 是 E 中 紧 致 连通 的 椭圆 型 W 曲面 , 它 的 
Gauss 曲率 为 正 , 则 M 必 是 球面 . 

显然 ,平均 曲率 琳 = 二 (ki 十 和 ) 为 常数 就 是 椭圆 型 W 曲面 
的 一 例 . 因此 ,我们 就 有 

推论 2.5 设 MM 是 E’ 中 平均 曲率 为 常数 的 紧 致 连通 闭 曲面 ， 
它 的 Gauss 曲率 为 正 , 则 M 是 球面 . 

由 Gauss-Bonnet 定理 ,Gauss 曲率 为 正 的 紧 致 曲面 是 同 胚 于 
球面 的 , 即 是 单 连通 的 . 在 推论 2. 5 中 ,可 把 Gauss 曲率 为 正 的 假 
设 换 成 M 是 单 连通 的 ,而 同样 结论 成 立 . 这 就 是 著名 的 Hopf 定 
理 . 蕊 的 证 明 将 在 后 面 $ 10 中 给 出 . 


习 题 


1. 议 几 CE 是 Gauss 曲率 天 盖 0 且 无 脐 点 的 曲面 ,证 明 ,M 
上 使 平均 曲率 豆 达到 极 大 而 同时 天 达到 极 小 的 点 是 不 存在 的 ， 

2. 设 C: zz) 一 (0,9(5) ,0%()) 是 以 弧 长 GE 00,7] 为 参数 的 
正则 平面 曲线 ,这 里 VC0) 二 901) 一 0,p/ (0) 一 1,p' CD) 一 一 1] 且 
3) 二 0.M 是 C 绕 z 轴 旋转 一 周 而 得 的 曲面 , 试 证 : 


(1)M 的 Gauss 曲率 天 一 一 2 


(1 )| K'gds = 0; 


( 亚 )E 中 不 存在 曲率 是 单调 增加 的 上 述 旋 转 曲 面 . 
3. 详细 证 明 推 论 2.4. 
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$3 辐 曲面 和 积分 公式 


3.1 凸 曲 面 的 Hadamard 定理 


定义 ”车 曲面 M 的 Gauss 曲率 处 处 为 正 , 则 称 M 为 凸 曲面 ， 
一 个 紧 致 的 凸 闭 曲面 称 为 孵 形 面 . 

对 于 卵 形 面 ,我 们 有 下 面 的 

是 理 3. 1(Hadamard 定理 ) 旷 形 面 M 的 Gauss 映射 2 : NM 
一 5S 是 MM 到 5S 上 的 一 一 上 映射, 即 人 既是 满 射 ,又 是 单 射 . 

证 明 设 MCE 是 卵 形 面 ,对 于 MM 上 任 一 局 部 坐标 邻 域 (， 
v), 设 Tl(u,v) 是 MM 的 位 置 向 量 ,n(u,v) 是 它 的 单位 法 向 量 . 因为 
卵 形 面 是 紧 致 的 ,因此 是 可 定向 的 ,从 而 可 完全 确定 . 因为 

n, Xn,= KK(r, X zx,), 
故 当 天 盖 0 时 ,Gauss 映射 了 : M -> 5S: 的 Jacobi 处 处 不 为 零 , 即 
9 是 局 部 一 一 的 . 这 样 . 是 开 上 映射 ,了 (M) 是 5S: 的 开 子 集 . 另 一 
方面 ,M 是 紧 致 的 ,(M) 是 5S: 的 紧 致 子 集 , 故 它 也 是 闭 的 , 即 了 
又 是 闭 映射 . 所 以 .了 是 满 射 , 即 2 (CM) = S57. 

现在 证 明 又 是 单 射 . 用 反 证 法 , 设 也 不 是 单 射 ,于 是 存在 
扩 p,q EM,p 关 gq, 使 得 了 (pjp) = 了 (9). 根据 六 是 开 上 映射 ,可 以 
选取 S 上 包含 2 (pb) 三 2 (9q) 的 充分 小 邻 域 克 ,使 得 它 对 应 于 M 
上 上 2 的 一 个 邻 域 U 和 9g 的 一 个 邻 域 V,U mn 7 = 好 ,而 且 2 (7) = 
了 (V) 二 W. 这 时 , 奉 从 MM 上 除去 VV 的 点 , 则 MM 一 V 在 之 下 的 像 
仍 是 整个 S*. 因此 


| KdA = 
MV {MV} 


其 中 dA 是 M 的 面积 元 ;dA 是 9: 的 面积 元 . 
太一 方面 , 卵 形 面 显然 同 胚 于 球面 ,这 可 从 Gauss-Bonnet 公 
se HHO. 


v2 


式 看 到 . 于 是 
| aa 一 27xrXY(M) = 47. 


由 以 上 两 式 得 
4 二 aa = 中 KdA + ||gaa > | Ka4 = 好 
M CM—VY) VY M—V 


这 就 得 到 矛盾 ,所 以 2 是 单 射 . 

利用 上 述 Hadamard 定理 , 便 可 得 丁 曲 面 的 下 列 几 何 性 质 . 

命题 3.2 卵 形 面 人 CC 下 总 是 位 于 其 上 每 点 的 切 平面 的 一 
侧 . 

证 明 对 于 任 一 点 zo E M ,考虑 图 数 人 上:M 一 人 如 下 : 

f(x) 一 zzo)。(z 一 Zoo)，ZE M， 
其 中 n(xzo) 是 M 在 zo 点 的 单位 法 癌 量 . 于 是 ,M 位 于 zo 点 的 切 平 
面 的 一 侧 等 价 于 项 数 f(x) 不 变 号 . 
”因为 MM 是 紧 致 的 , 故 f(z) 必 达 到 极 大 值 和 极 小 值 . 设 zi,z， 
E M 分 别 使 f(xi) = maxf »f (x) 一 Pin 于 是 
df(z1) = 0, df(zx;)= 0. 

因为 df (x) = n(x) 。， dz, 故 上 述 条 件 化 为 


n(xo) » (dz). = 0, n(xo) (dx), 一 0. 
2(zo) 二 土 n(X1)， Hzo) 一 十 CCzz) 
显然 ZX 入 zz 否则 /一 const. ,从 而 M 为 平面 . 根据 Hadamard 年 
理 , 由 于 M 的 Gauss 映射 是 一 一 的 , 故 n(zi) = 一 n(xs). 这样, 或 
者 n(xo) 一 n(z1) ,或 者 n(xo) 二 n(x;). 再 由 Hadamard 定理 ,可 见 
或 者 Xo 二 zi 或 者 zo 二 zo. 因为 f(zxo) = 0, 故 车 zx。 == Xi; 则 对 于 
任何 zE M 有 f(z) 三 0; 车 zo 二 zi, 则 有 f(x) 实 0. 所 以 不 论 哪 
种 情况 ,函数 f(z) 不 变 号 .证 毕 . 
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3. 2 Cohn-Vossen 定理 


对 于 E’ 中 的 卵 形 面 ,也 有 类 似 于 球面 的 下 述 刚 性 定理 . 
定理 3. 3(S. Cohn-Vossen,1927) KE 中 两 个 等 距 对 应 的 孵 形 
面 是 合同 的 , 即 它 们 只 差 E* 中 的 一 个 运动 或 一 个 运动 和 一 个 反射 


的 乘积 . 
为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 先 建立 两 个 引 理 . 
引 理 3.4 设 z 
AMAzz 十 2uzy 十 vy 和 hx? 十 2pyry 十 vy (3.1) 
是 两 个 正定 的 二 次 型 ,大 : 
NVA=Ay— yp, | (3.2) 
则 
det| 人 < (3. 3) 
pp vv 


其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 这 两 个 二 次 型 便 同 . | 
证 明 ”首先 ,一 个 二 次 型 为 正定 当 且 仅 当 4 之 0, 加 一 好 六 0， 
从 而 vv>0 
其 次 , 引 理 内 容 在 变量 =,y 的 非 奇 异 线性 变换 下 仍然 保持 着 
实际 上 ,考虑 线性 变换 加 
一 CGI" 十 ay ， y= 二 Cs 十 aoy”， 
其 中 


ll 12 
: de |z 0. 
U2] 422 
那么 ,(3.1) 的 两 个 二 次 型 可 化 为 z z 
A*rT' 24 ry’ 十 v"'y” 和 A*x* ?十 24xr'y" 十 v*x"?， 
(3. 4) 
其 中 系数 满足 
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A* 
AL 
A* 


KR 


ai aw|ll A 
det 一 det 四 几 | det i 
一 [de 网 央 | det| “ . 
vy dzs1 422 HK Lv 

这 样 ,两 个 新 的 二 次 型 (3. 4) 对 于 适当 的 ai(i,j = 1,2) 也 都 是 正 
定 的 . 由 此 得 知 引 理 的 内 容 仍 不 改变 . 

据 此 ,必要 时 可 通过 一 线性 变换 ,使 得 jx* = 二 yy* .不 失 一 般 性 ， 
我 们 可 以 一 开始 假定 4 二 ww, 于 是 ,由 (3. 2) 得 


这 


从 | 


det | 


i 二 一 一 


2 
(3. 3) 的 左边 就 化 为 
A DGD = (一 人 (学 一 要 


而 且 当 且 仅 当 4== 4,vy ==v 时 , 才 有 (4 一 和) 一 v) = 0. 这 就 证 有 明 
了 引 理 3. 4. 

引 理 3. 5CHerglotz 积分 公式 ) 设 M,M 是 EE; 中 闭 曲 面 , 它 
们 的 平均 曲率 为 吾 , 五 , 若 存 在 等 距 对 应 f: M -> M, 则 成 立 下 面 
的 积分 公式 


||H Cf cz))da — laryda - 六 ||pdetcB — BJd4, 
M M M 


(3.5) 

其 中 pp = 二 x ，n 称 为 M 的 支持 函数 ;n 是 M 的 单位 法 向 量 场 ;x 是 

M 的 位 置 向 量 ,d4 是 M 的 面积 元 ;B 和 8 分 别 是 履 和 MM 的 第 二 
基本 形式 的 系数 和 矩阵. 

证 明 设 1:M 一 MM 是 等 距 对 应 ,在 M 和 怕 上 选取 局 部 参 

数 网 (zx ,tw ) ,使 得 在 和 了 下 相互 对 应 的 点 具有 相同 参数 . 关于 M 和 

M 的 活动 么 正 标 架 分 别 记 为 {x;ei(w*),eslu),es(u*)} 和 人 区; 
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e1(u) ,es(u"),es(u")},a 一 1,2. 在 了 下 人 M 的 结构 方程 和 对 应 量 分 
别 用 带 一 横 “ 一 ”记号 表示 之 . 不 失 一 般 性 ,可 以 假定 第 一 章 中 类 
似 的 关系 式 (3.33) 在 了 下 的 对 应 点 成 立 , 从 而 第 一 章 中 类 似 的 
(3. 34) 也 成 立 . 
利用 么 正 标 架 的 运动 方程 和 结构 方程 ,注意 到 大 = KK, 不 难 
算得 
d(e, ,TX,wie) 十 wie’) 
二 (de;,X,wiel 十 wie?) 十 (es,dx ,we 十 wie?) 
+ (easTd (we 十 oae2) ) 
=w Aw— w Awtt(le ro Am—w A wi) 
= 2Ho' A w+ pw Mw, (3. 6) 
其 中 
P=es*r=n +, (3.7) 
J 一 biibs, 和 biib,, 20120); 
一 一 det( 有 一 下 ) 十 玉 十 天 


~ 2K — det(B — B), (3.8) 
Bp 用 ,| 二 网 bs C3. 9) 
bl, bs, bs b,» 


注意 ,在 (3.6) 的 计算 过 程 中 ,一 方面 应 用 函数 行列 式 的 微分 法 
则 ; 另 一 方面 , 当 作为 “系数 ”的 外 微分 形式 相 乘 时 要 取 外 积 “ 人 ?”， 
因而 先后 顺序 不 能 交换 . 

在 刘 上 积分 (3. 6) ,利用 Stokes 定理 ,得 


2 | 豆 Cfcz))d4 十 中 raa = 0， (3. 10) 
M M 


其 中 dA 二 wi A w 是 MM 的 面积 元 . 
特别 , 当 M 和 好 人 和 便 同 时 ,7 二 2K, 万 == 右 , 从 而 (3.10) 成 为 


| aaa 十 | PKd4 =0. C3. 11) 
M M 
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从 (3..10) 减 去 (3. 11) 的 两 倍 , 利 用 (3.8) 和 (3. 9), 便 得 (3. 5). 证 
.定理 3.3 的 证 明 设 卵 形 面 M,M 之 间 存 在 等 距 对 应 卫 : M 
~> M ,根据 第 一 章 $ 3 中 的 定理 3. 5, 我 们 只 须 证 明 M 和 好 的 第 二 
基本 形式 1 和 LE 在 对 应 f 下 相等 . / 
沿用 上 述 引 理 3.5 的 记号 .我 们 在 MM 的 内 部 取 一 点 作为 E’ 的 
原点 . 设 取 es 的 正 向 指向 M 的 外 侧 , 则 根据 命题 3.2, 便 有 
P=e*r=n**r>0. 
由 于 大 二 0,K >0, 故 (3.9) 中 的 两 个 矩阵 都 是 正定 的 . 应 用 


引 理 3. 4, 便 有 
det( 巨 一 已 ) 过 0， 


这 样 , 在 引 理 3. 5 的 (3. 5) 的 右边 ,被 积 函数 是 非 正 的 ,由 此 可 见 
aa4 ~> | aa. 
但 是 M 和 M 的 地 位 是 对 称 的 , 故 也 必 有 
||Ha4 > 中 aaa 
因此 
| aaa — ||Baa. 


从 而 (3.5) 右边 的 行列 式 det(B 一 B) = 0, 根 据 引 理 3.4, 必 有 


bi = bi, bis = bis, pz 一 02， 
即 M 和 玉 的 第 二 基本 形式 在 f 下 恒 同 .定理 证 毕 . 
3.3 Minkowski 积分 公式 
公式 (3.11) 是 Minkowski 对 卵 形 面 证 明 的 ,然而 容易 看 到 ， 
这 对 于 任何 紧 致 曲面 也 是 成 立 的 . 不 仅 如 此 , 我 们 还 可 把 


Minkowski 关于 卵 形 面 的 另 一 积分 公式 加 以 推广 . 
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定理 3. 6(Minkowski 积分 公式 ) 设 M 是 EE 中 的 紧 致 曲面 ， 
它 的 Gauss 曲率 和 平均 曲率 为 和 五 , 则 成 立 下 列 公 式 


| aaa 十 | akaa4 一 0， 《3. 12) 
M M 

[pHda + ACM) = 0， (3. 13) 
M . 


其 中 p= 二 nx 是 MM 的 支持 函数 ;4CM) 是 M 的 面积 . 
证 明 (3. 12) 就 是 (3. 11), 而 后 者 是 从 (3. 6) 推导 出 来 的 .为 
此 ,我们 只 要 把 (3. 6) 改写 成 
d(x,es,des) = d(Czyeiyowiel 十 wie,) 
= 2Ho Aw + 2pRo Aw. (3.14) 
然后 两 边 在 M 上 积分 , 即 可 得 (3. 12). 
为 了 证 明 (3. 13) ,考虑 下 面 的 外 微分 
d(es,T,dr) = (de;,x,dx) 十 《eyydzyd) 
=plwAw—wAw)+20 A 
= 2pHo' AM w+ 2w A wi. (3. 15) 
在 M 上 积分 (3. 15) ,应 用 Stokes 定理 , 便 得 (3. 13). 证 毕 . 
作为 Minkowski 积分 公式 的 应 用 ， 我 们 可 得 球面 的 一 些 特 
征 . 为 此 , 先 引 入 下 列 概念 . 
定义 ” 右 E 中 一 张 紧 致 连通 曲面 具有 下 述 性 质 , 存 在 Ei 中 
一 点 , 它 始 终 位 于 曲面 的 所 有 切 平面 的 同一 侧 , 则 该 曲面 称 为 星 形 
的 《star-shaped )， 
显然 , 卵 形 面 是 星 形 的 ,因为 它 内 部 的 每 一 点 都 有 这 个 性 质 . 
定理 3.7 设 M 是 正中 具有 常数 平均 曲率 的 星 形 曲 面 , 则 M 
必 是 一 个 球面 . 特别 地 ,常平 均 曲率 的 卵 形 面 必 是 球面 . 
和 还 有 明 ”因为 妃 = const. ,从 (3.12) 和 (3.13) 易 得 


| ~ K)pdA 一 0. (3. 16) 
M 
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因为 M 是 星 形 的 , 故 存在 一 点 x。€ 了 ,使 它 始终 位 于 M 的 所 有 切 
平面 的 一 侧 . 取 xz。 作为 的 原点 , 则 我 们 可 以 适当 选取 MM 的 法 方 
向 ,使 请 一 m xz>0. 由 于 瑟 : 一 天 达 0, 故 (3.16) 当 且 仅 当 HH? 一 
有 一 0 时 成 立 , 这 意味 着 M 的 各 点 都 是 脐 点 ;又 由 于 是 暴 致 连 
通 的 , 故 M 必 是 一 个 球面 . 证 毕 . 

作为 练习 ,读者 可 用 积分 公式 证 明 Liebmann 定理 . 


习 题 


. 证 明 (3.6) 中 的 混合 积 (eszyd(oiel 十 wie,)) 一 0. 
. 证 明 (3.14) 式 . 

. 证 明 (3.16) 式 . 

， 试用 IMinkowski 积分 公式 证 明 Liebmann 定理 ， 
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S 4 Minkowski 问题 和 Christoffel 问题 
的 唯一 性 


4.1 概述 


在 整体 微分 几何 学 中 , 卵 形 面 在 某 些 几 何 条 件 下 的 存在 性 和 
唯一 性 问题 早 就 为 人 们 所 特别 重视 ,最 著名 的 三 个 经 典 问 题 如 下 ， 

(1 )Weyl 问题 ;已 知 定义 在 单位 球面 S* 上 的 一 个 具有 下 
Gauss 向 率 的 度量 二 次 形式 ds: ,在 区 :中 是 否 存 在 一 张 可 微 同 胚 于 
9 的 卵 形 面 , 使 它 的 第 一 基本 形式 能 用 给 定 的 ds: 表示 ? 

( I)Minkowski 问题 ， 已 知 定 义 在 具有 单位 内 法 向 量 es 的 单 
位 球面 % 上 的 一 个 正 的 点 函数 天 (e;) ,在 E 中 是 否 存 在 一 张 卵 形 
面 ,使 它 在 单位 内 法 向 量 为 e; 的 点 ,其 Gauss 曲率 为 KK(e,)? 

(有 )Christorffel 问题 :这 个 问题 与 CT ) 类 似 ,只 是 用 主 曲率 

. 9Q2 本 


半径 之 和 代替 Gauss 曲率 . 

这 些 问 题 的 存在 性 都 归结 为 一 类 非 线 性 偏 微分 方程 问题 , 讨 
论 都 比较 复杂 ,这 里 仅 考虑 它们 的 唯一 性 问题 . 因为 Weyl 问题 
的 唯一 性 可 以 从 Cohn-Vossen 定理 直接 推出 , 故 以 下 仪 讨论 
Minkowski 问题 和 Christoftel 问题 的 唯一 性 . 


4.2 基本 公式 


设 M 是 ?中 的 一 张 曲 面 ,车 它 的 主 曲 率 非 零 , 则 主 曲率 的 倒 
数 称 为 主 曲 这 半径 
由 第 一 章 § 3 的 讨论 ,可 设 
ww = Do 十 02 
攻 = baw 十 oo ， 
其 中 0 = 2， 则 平均 曲率 妃 与 Gauss 曲率 天 分 别 为 
H = $b + be), K = bb,, — b?,. 


因为 M 的 第 二 基本 形式 = bi (ol 十 251zwrw? 十 baw?)? 非 赔 
化 , 即 和 矩阵 


(4.1) 


‘= 
使 得 从 (4. 1) 可 解 出 
= 人 (a,8 = 1,2). (4. 3) 
于 是 | 
4i42: 一 Ms 一 det(Mop) 一 Th 一 元 (4.4)9 


可 以 证 明 , 和 矩阵 (4. 2) 的 迹 1 十 Xs 就 是 主 曲 率 半径 之 和 , 即 
。93 。 


各 十 知 一 看 十 让 
事实 上 ,由 (4. 1) 易 算 得 
Aw = Kw A w= KdA, (4. 5) 
AoAw = (bi bw A w= 2HdA. (4.6) 
由 (4. 3), (4.5) 和 (4. 6) ,可 得 
2HdA = wi A (CO hsoi 一 吗 入 (2 Ned) 
有 。 


= (Mi dw A ws 


= (Ni + ba) KdA. (4.7) 
因为 矩阵 妃 满 秩 , 即 玉 天 0, 因 此 由 上 式 便 得 
+= 8 
而 
1 1 _ ktk 28 
k, k, kk, K 
于 是 


(4. 8) 


4. 3 Minkowski 问题 的 唯一 性 


定理 4. 1(Minkowski 问题 的 唯一 性 ) 设 M 和 是 EE 中 两 
张 卵 形 面 ,f : M 一 M 是 微分 同 胚 ,使 得 在 M 和 M 的 对 应 点 有 相 
同 的 单位 内 法 向 量 和 相等 的 Gauss 曲率 , 则 f 是 一 个 平移 . 

”证明 ”由 于 MM 和 履 在 微分 同 胚 f 下 的 对 应 点 处 有 相同 的 单 
位 法 向 量 , 故 可 取 局 部 么 正 标 架 场 {x;ei,ez,e3) 和 {ZZ;E1,es,63}， 
使 e， 二 es 不 失 一 般 性 ,还 可 进一步 假定 对 应 点 处 

er 一 es (a,p = 1,2). 
于 是 
* O44。 


dz = wes, de; = we,. 
因 e; = es; 故 从 上 面 的 第 二 趟 可 见 
ww (4. 9) 
类 似 于 (4. 3) ,有 
wr = > ,Naw (4. 10) 
月 


由 于 互 和 三 在 对 应 点 有 相等 的 Gauss 曲率 , 即 天 一天 , 故 从 (4. 41) 
可 见 


ee 


Al1d22 4 一 一 二 一 Ail42? 一 Ai,. (4.11) 


1 
EE kK 
由 (4.9)、(4.5)、(4.3) 及 (4. 10)、(4. 11), 不 难 算得 
oA ww Nw = (> Nw) A CS, apco3) 
a 月 


— (Yh?) 人 (> pa) 
a | 


(MAN2s 2A12Ai， 十 hazz) 天 d4 


| 


- A 人 A Ai A A 
4 /2 /2 A yl A,, 
3 _ 
十 外 2 kdA 
AN A, 
A 一 A A,, 人 人 人 4 ， 
一 KdA + 2dA. 
A A /23 ~ /22 
《4. 12) 


从 运动 方程 及 e. = e., 容 易 算得 
dzzydzl) = (dzzvdz) + (rx,dzrx ,dx) 
~ w! A w(elyZyez) 十 o 人 ww (e2,X,e1) 
十 ol A w(xrerses) TT Ww A w(x,es,ei) 
=— plw Aww Mw)+t 2pdA, 
其 中 P=x*e, p=7r* es. 
。g95 。 


将 (4. 12) 代入 上 式 , 得 


d(Zz,zydz) = A 起 pKdA 一 2pd4 + 2pdA. 
: A 一 和， 一 
(4. 13) 
利用 (4.9) 和 (4.5) ,可 见 
KdA = KdA. 

因为 天王 开 , 故 d4 二 dA. 若 交换 两 曲面 M 和 MM 的 地 位 , 则 (4.13) 

变 为 

A A hz Al, 

A 


dz ,dz) = | BKdA — 2pdA + 2pdA. 
LA A 
(4. 14) 
将 (4.13) 和 (4. 14) 相 加 ,得 
dzidzy doid | YY (p + Bp)dA. 
LC— A LC— A, 
(4. 15) 


对 (4. 15) 两 边 积 分 ,应 用 Stokes 定理 ,得 
Ai Ai1 A 
pe A 


| 12 12 
Ny 421 422 A,, 


如 果 必 要 ,可 将 两 曲面 M 和 M 中 的 一 个 沿 着 连结 任意 两 对 应 
点 的 直线 平行 移动 ,使 得 M 和 人 MM 的 两 串 包 的 交 DD 非 空 .于 是 ,可 在 
D 中 选取 一 点 作为 EE 的 原点 ,从 而 使 p> 0,p 这 0. 利用 3 的 引 
理 3.4, 可 知 (4.16) 的 被 积 消 数 是 非 正 的 . 所 以 (4.16) 意味 着 
A 一 入， 和 ,一 人， 
1 — As A,, — A,, 
A = A A, = A,. 
下 根据 同一 引 理 ,上 式 表明 


Asp 一 一 Ap (a,p 一 1 ,2). 


(pi pp)dA = 0. (4. 16) 


e OO。 


因此 ,由 (4.9)、(4.3) 及 (4. 10) 得 
从 而 在 f:M->M 下 ,有 
dx = dx, 
即 
Z 一 工 十 C (C 为 常 向 量 )， 
因此 ,/ 是 一 个 平移 .定理 证 毕 . 

注 定理 4.1 的 证 明 方 法 来 源 于 陈省身 (S.S.Chern,， 
Amer.J. Math. ,1957,79:949 ~ 950), 这 里 采用 的 表达 方式 属于 
能 全 治 (C.C. Hsiung ,lllionois j. Math. ,1958,2;71 一 75). 二 述 
定理 还 可 写成 更 一 般 的 形式 如 下 . 

推论 4.2 设 M 和 MM 是 EE 中 分 别 具 有 边界 C 和 CC 的 定向 紧 
致 吓 曲面, 上: M 一 M 是 微分 同 胚 ,使 得 在 对 应 点 有 相同 的 单位 内 
法 回 量 和 相等 的 Gauss 曲率 . 若 了 在 C 上 的 限制 是 C 到 C 上 的 平 
: 移 , 则 /了 人 对 于 整个 M 和 M 是 一 个 平移 . 


4.4 Christoffel 问题 的 唯 一 性 


定理 4.3 设 M 和 XM 是 E:s 中 两 张 卵 形 面 , 上 : M-> 斑 是 微 
分 同 胚 ,使 得 M 和 歼 在 对 应 点 有 相同 的 单位 内 法 向 量 及 相等 的 主 
曲率 半径 之 和 , 则 了 是 一 个 平移 . 
证 有 明 采用 与 证 明定 理 4. 1 一 样 的 局 部 么 正 标 架 场 ,并 沿用 
办 里 的 记号 ,注意 到 天 d4 一天 d4 目 1/ 民 一 NA,,1/K = 
hzs 一 于: 以 及 (4. 6) ,容易 算得 
dryesdz) = (dz7seiydz) 十 (xX,de,,dx) 
=— (ww A Aw) ple Aw 一 Nw) 
一 一 Cs ~ 242 + MN) KdA — 9pHdA 


各 一 4 和 一 41 古人 4 
4 4 A A,, 


Co 
一 


9 OF . 


A A A NX 
11 12 Kd 的 可 KdA 
421 A A A,s 
~ ph hs KdA. (4. 17) 


由 定理 条 件 及 (4. 8) 可 知 A 十 A 一 A 十 4zz， 并 注意 到 


(4. 9) ,可 得 
d(x,es dr) = (dzyeiydz) + (zx,des,dz) 


—— 2dA — 2pHdA 
A A -一 
= ~ 2 — KdA TT pA 十 A KdA 
Az1 4 
A Al2 一 
一 一 2|- _ IKdA— p(t 14,,)KdA. 
Asl as 
(4.18) 
将 (4. 17) 和 (4. 18) 相 减 ,得 
_ 可 人 一人， 一 人 
d(x,essdx 一 dr) = 和 “KdA 
A 421 As A 
A A A， A 
11 12 KdA + 1 ‘12 KdA. 
42 Ms 42 42 
由 于 M 和 歼 的 地 位 是 对 称 的 ,交换 M 和 刺 , 可 得 
_ A 一 和， A 和 ,一 从 / 
d(x ,essdz _ dr) 一 “1 1 ] ‘12 12 KdA 
/2 国 4 A A,, 
All 12 A 12 
一 | _. lIKdAi KdA. 
Azl A,, 21 22 
将 上 两 式 相 加 ,得 
_ 加 A A 和 A A 
d(z—zxerdr—dr)=2|, ») ~ ,|KdA. 
/zl Al A,2 ~ zz 
(4. 19 ) 
上 式 两 边 积 分 ,应 用 Stokes 公式 , 便 得 
A 一 人， 和 ,一 1 
| ‘1 11 M2 12 kdA =0, (4. 20) 
Mm 4 一 hy A 一 A, 
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但 由 条 件 A 十 2; 一 Aii 十 Ass， 易 见 


站 
一 (as — N12)’ 0, (4. 21) 
上 式 等 号 成 立 当 且 仅 当 hp 二 hp. 
由 于 角形 面 玉 二 0, 这 样 (4. 20) 意味 着 (4. 21) 的 等 号 成 立 , 因 
此 hs = 二 ha; 从 而 w= 二 wr,dzx = dz. 所 以 了 是 一 个 平移 . 证 毕 . 
推论 4.4 设 M 和 对 是 了 :中 分 别 具 有 边界 C 和 (C 的 定向 紧 
致 凸 曲面 ,上 : M 一 对 是 可 微 同 胚 ,使 得 M 和 MM 的 每 对 对 应 点 有 
相同 的 单位 内 法 向 量 和 相等 的 主 曲率 半径 之 和 ,并且 使 两 边界 C 和 
C 在 对 应 点 有 相同 的 切 向 量 及 相等 的 弧 长 元 素 ,那么 了 是 一 个 平移 . 


习 题 
]. 不 用 逆 上 第 阵 (4.2), 直 接 证 明 (4.8). 


2. 详细 验证 (4. 12). 
3. 验证 (4. 17) 和 (4. 18 ). 


5 全 平均 曲率 与 Willmore 猜想 


5.1 全 平均 曲率 
定义 ” 设 MM 是 启 中 的 紧 臻 连通 闭 曲 面 , 它 的 平均 曲率 为 刁 ， 
积分 
W = laa 
称 为 M 的 全 平均 曲率 . 


这 是 工 .J. Willmore 在 1965 年 首先 引信 的 . 
。 00. 


定理 5.1 全 平均 曲率 W 是 EE 的 共 形 不 变量 , 即 W 在 请 的 
共 形 变换 下 不 变 . 

证 明 ” 设 E 的 原 欧 氏 度量 为 

d = (ww 十 (ww) 二 (ew )7. 
考虑 共 形 变换 后 的 新 度量 ( 见 第 二 章 ,2.3,(2.11)) 
ds* 一 pds’, 

其 中 2 是 空间 的 正 图 数 . 设 {e,) 下 的 么 正 标 架 , 则 在 
新 度量 dy 下 的 么 正 标 架 是 {e, = Der} icies 于 是 


Ww = Ow (1 = 1,2,3). (5.1) 
设 新 度量 ds? 下 的 结构 方程 为 
do =w Aw (Qi,j, 3). 
把 (5.1) 代入 上 式 得 
d(logo) A w= > A (wv — wi). (5. 2) 
d(logp) = pjw’,， 
0 = — ;pi + Pi, 和 
则 (5.2) 可 改写 为 
: wwA0=0. 
这 里 我 们 已 采用 Einstein 求 和 约定 ( 见 第 一 章 , § 1). 根据 Cartan 
引 理 ( 见 第 一 章 , 引 理 2. 3), 上 式 表明 
0 = 一 cp (1 一 1,2,3)， 
其 中 必 二 c%. 由 于 ;十 人 W== 0, 故 c= 二 一 ci. 这样， 


Cn 一 Cj 一 Ci 一 CC = ch = ch = Ci 
所 以 Ck 二 0, 从 而 0O; 一 0， 代 回 (5. 3) 的 第 二 式 , 得 
Dy 一 只 十 OW 一 pi’. (5.4) 


现 取 e; 为 曲面 M 的 单位 法 向 量 , 从 而 限制 在 M 上 有 = 0. 
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在 共 形 变换 下 ,AM 的 单位 法 向 量 是 2 = s+ 因而 限制 在 M 上 有 
wi 一 0. 利用 (5.1) 和 (5.4), 易 见 在 ds: 下 M 的 第 二 基本 形式 为 


I = ww 十 ow! = plwiw! 十 ww’) 一 pos[(w )? + Cw) 


6 二 一 一 一 pi (5. 5) 
I 


其 中 
1 = (Cw) 十 (本 )2， I = (w)’ 十 (o2): 
分 别 是 M 关 于 d5: 和 ds: 诱导 的 第 一 基本 形式 . 根据 法 曲率 的 定义 
( 见 第 一 章 ,3.3, 公 式 (3. 29)), 设 &,k8, 是 M 关 于 ds: 的 主 曲 率 ,&， 
A: 是 M 关 于 ds ”的 主 曲率 ,从 (5.5) 便 得 
og! 一 有 一 0 pk, = k,— pO. (5. 6) 
用 右 ,K 和 五 ,KK 分别 表示 M 关于 ds 和 ds’ 的 平均 曲率 和 Gauss 
曲率 ,从 (5.6) 便 有 
PK = Km plk + k,) 十 (2)2， 
oH? = H? — p(k + ks) + (ps):. 
因此 ,注意 到 dA = 二 ww A w= 二 pw! A w= 二 p:dA, 从 (5.7) 得 
(H’ — K)dA = (已 : — K)dA. (5. 8) 
由 Gauss-Bonnet 公式 有 


(5.7) 


J Kda ~ 2xX(M) = J ka4 
这 样 ,对 (5. 8) 两 边 积 分 , 即 得 
刺 二 ||Ha2 — |Eaa WwW. 


因此 全 平均 曲率 在 EB 的 共 形 变换 下 不 变 . 定理 证 毕 . 
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5.2 球面 的 一 个 特征 


利用 全 平均 曲率 可 得 标准 球面 3 CE 的 一 个 特征 . 
定理 5.2 设 M 是 Er 中 紧 臻 连通 的 闭 曲 面 , 则 


W = lHidA > 4 (5. 9) 
Mf 


式 中 等 号 当 且 仅 当 M 为 标准 球面 时 成 立 . 
为 了 证 明 上 述 定理 ,我 们 先 证 明和 下 面 的 引 理 . 
引 理 5.3 设 内 是 了 中 紧 致 连通 闭 曲 面 , 玉 为 M 的 Gauss 曲 
率 , 则 
| KdA > tr， (5. 10) 


其 中 M+ 表示 M 上 使 之 0 的 区 域 . 
证 明 ”首先 ,由 于 MM 是 紧 致 的 ,由 本 章 $2 的 引 理 2.2, MT 非 空 
其 次 , 设 .7 : M 一 S: CE 是 MM 的 Guass 映射 .如 所 知 ,在 映射 

7 下 ,面积 元 dA = 天 d4( 见 本 章 3.1). 因此 ,.F CM1+) 的 面积 是 


用 MM 表示 并 上 使 天 三 0 的 点 集 . 我 们 可 以 证 明子 : MTU M' 一 
9 是 满 映 射 . 

事实 上 , 设 z 6E 3: 为 任 一 固定 点 , 它 的 位 置 向 量 也 用 表示. 
考虑 因数 /:M 一 为 

Jr) 一 20。 工 ， 
其 中 zEM 是 M 上 点 的 位 置 向 量 . 因为 M 是 紧 致 的 ,所 以 对 于 AM 上 
的 可 微 咀 数 jz) , 必 存 在 点 ze E M, 使 了 在 ze 达到 极 大 值 ,从 而 
dj/ (xo) = 0, d(df) (zo) 委 0. 
因为 zo 不 动 , 故 
df =n,*:dr, d(df) = n,* d(dz). 
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这 样 ， 
no*dr(z0) = 0, no dl(dx)(zxo) 夺 0. (5. 11) 
(5. 11) 的 第 一 式 表 明 n。 是 曲面 M 在 zo 点 的 单位 法 向 量 , 第 二 式 
表明 M 在 zu 点 的 第 二 基本 形式 是 半 正 定 的 , 即 天 (zo) 之 0, zoE 
1 人 U AM .这 就 证 明了 3 :MUAM 一 5S* 是 满 映射 . 
现在 只 要 注意 到 UM) 的 面积 为 等 ,就 有 


| Ka4 = | kd4 = J dA > dr. 


MT UM MT Um) 


定理 5.2 的 证 明 用 A 和 ,表示 M 的 主 曲率 ,显然 
有 一 天 一 工作 hk,)? 之 0， 


式 中 等 号 当 且 仅 当 已 二 ;时 成 立 , 即 为 脐 点 时 成 立 . 
根据 引 理 5. 3, 我 们 有 


| Hd4 > | HidA > | KdA > da, 
M MT Mt 


即 W 之 4x. 当 等 号 成 立时 ,由 


ma4> > | HidA 之 ] KdA = | KdA, 


Mt Un 
可 见 M*U Mn 上 每 点 都 是 脐 点 ， 从 而 MM = g (因为 M: 非 空 ). 由 
连续 性 ,得 M 上 天 二 0 的 区 域 M = 多 .因此 ,M = 上 且 全 部 是 
脐 点 . 由 于 M 是 紧 致 连通 的 ,所 以 M 是 标准 球面 . 定理 5. 2 证 毕 . 


定义 对 于 中 紧 致 困 曲 面 M, 积 分 || |K1d4 称 为 全 绝对 


曲率 ， 
定理 $.4 讽 M 是 了 中 紧 致 连通 闭 曲 面 , 则 M 的 全 绝对 曲率 
不 小 于 2x(4 一 XCM)), 其 中 XCM) 是 M 的 Euler 示 性 数 . 
证 了 明 由 Gauss-Bonnet 公式 
。 03。 


2xX(M) = | Ka4 一 天 d4 十 | Ka4， 
M M+ wy 


| KdA = oryCM) 一 | kdA. 
jh M+ 


于 是 ,应 用 (5. 10) 有 


Iligiaa= || KaA — || KaA = ?| Ka4a — 2ax(M) 
M MT NM 一 MT 
字 8r 一 2xX(M). (5. 12) 


这 就 是 所 要 证 明 的 不 等 式 . 证 毕 . 

如 所 知 , 对 于 拓扑 球面 ( 同 胚 于 5 ), 它 的 Euler 示 性 数 为 2. 从 
定理 5. 4 立即 得 

推论 5.5 厂 E 中 紧 致 闭 曲 面 几 的 全 绝对 曲率 等 于 47, 则 MM 
是 拓扑 球面 . 

证 明 当 || 1K1d4 二 4r 时 ,由 定理 5.4 有 


47 之 8 一 27X(0D)， 
因此 得 XCM) = 2. 证 毕 . 
注 ” 全 绝对 曲率 也 是 一 个 整体 的 内 蕴 几 何 量 . 全 绝对 曲率 的 
概 念 还 可 以 推广 到 高 维 子 流 形 . 有 关 这 方面 的 详细 内 容 可 参考 陈 
省 身 和 R.K.Lashof 的 工作 (Amer:]. Math. ,1957'79.308 ~ 
318; Mich. Math. J., 1958,5:5 ~ 12). 


5.3 环 面 的 全 平均 曲率 


拓扑 环 面 是 指 亏 格 为 1 的 紧 致 连通 闭 曲 面 , 其 中 最 熟悉 的 是 
E 中 的 圆 环 面 7 : 
1* = {(a t+ bceos ucosv,(a beos uu)sin vb sin ww}, 
其 中 a,2 是 常数 ,上 且 2<a,0 委 xz 委 2r,0 委 v" 魏 2xr, 由 直接 计算 易 
*。 1 04。 


得 它 的 第 一 和 第 二 基本 形式 的 系数 为 
EF=b, F=0, G= (a+o6cos wu), 
LL=6, M=0, N= cosww(la tb cos wu). 


平均 曲率 为 
a 2bcosu 
H= 2b(a 十 b cos u) 
面积 元 为 


dA = bab cos udu A dv. 


因此 ,全 平均 曲率 为 
ff (Ca + 26 cos wu)’ 

w= |Hd4=| 46(& + bcosu) 

7 0 


0 


dudv 


Xf” (+ 2C cos &%) | 
2CJ, 1 + Ccosu “ 
TT 
~， (5. 13) 
CCv1l 一 心 - 
其 中 C = b/a(<< 1) 称 为 圆 环 面 的 半径 比 . 


容易 看 到 , 当 C 一 二 时 ,W 的 值 最 小 ,等 于 2. 因此 ,对 于 也 


中 的 圆 环 面 恒 有 了 厂 六 2x?, 式 中 等 号 当 且 仅 当 半径 比 为 = 时 成 立 . 


上 述 情 况 可 推广 如 下 ; 设 荆 是 一 条 空间 简单 闭 曲 线 , 它 的 曲率 
Rl(s) 天 0 证 上 的 弧 长 参数 ,0 委 * 委 /在 卫 的 每 个 法 平面 内 , 作 
-个 半径 为 C( 适 当 小 ) 的 圆 , 它 的 中 心 位 于 也 上 , 当 圆 心 在 卫 走 动 
一 周 时 ,这 个 圆 所 生成 的 曲面 M 称 为 工 的 管状 曲面 . 

定理 $.6 设 妃 是 空间 简单 于 曲 线 王 的 管状 曲面 M 的 平均 
曲率 , 则 

| HidA > 9x, (5.14) 


A 


式 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 为 圆周 ,a 为 圆 环 面 县 半径 比 为 一 
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证 明 用 入 和 B 表 示 本 的 主 法 向 量 和 副 法 癌 量 ,zx(s) 表示 人 
的 位 置身 量 , 则 管状 曲面 M 的 方程 是 
r(s,u) = xX(s) + Clecos v INGs) + Clsn v)B(s), (5.15) 
0 莹 ss 忒 l，0 世 vv 世 27. 
直接 计算 曲面 (5. 15) 的 第 一 和 第 二 基本 量 为 
E=(l—Ckcosv) or, F=Cr, G= CC, 
L=Cr— kcosv)(l— Ckcosv), M=Cr, N=C, 
其 中 ,rt 分 别 表示 曲线 本 的 曲率 和 挠 率 , 于 是 平均 曲率 为 
H = (]— 2Ckceos v)/2C(1 一 CR cos v). 
因此 


(1 — 2Ck cos v): 
2 
ja4 = | 4C{1 一 CR cos C(O Ch eos od" vds 


- 元 | -天 二 ss (5. 16) 


利用 空间 闭 曲 线 的 Fencel 定理 ,由 (5.16) 可 得 估计 


| Ed4 = | lelds ___ 
2|ICE| v1l— Ck’ 


i 
之 TIRlds 之 2r2， 《5. 17) 
0 


式 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 厂 为 平面 凸 曲线 ,有 自 Ck? = 1 一 Ck?, 于 是 
& 二 const. ,六 为 一 俩 周 . 这 样 M: 是 圆 环 面 .再 由 上 面 的 例子 ,可 见 
半径 比 应 为 1/ w 2 .证 毕 . 

注 定理 5.6 是 由 工 .J. Willmore(1971) 和 K. Shiohama & 
R. Takaji (1970) 分 别 独立 得 到 的 ,根据 这 个 定理 ,T. J Willmore 
提出 下 面 的 猜想 . 

猜想 (T.J. Willmore) 对 于 孔 : 中 任何 环 面 Z:, 恒 有 


| Hda > 27r2， (5. 18) 


了 .2 


MA 
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这 个 猜想 ,至 今 仍 未 解决 . 
本 题 


1. 详细 推导 从 (5.6) 得 (5.7). 

2. 详细 计算 (5.13). 

3. 设 M 是 E 中 紧 致 连通 闭 曲 面 , 它 的 全 绝对 曲率 满足 
| Kld4 之 2mr. 试 证 ;| HidA > mm 十 XCM?)), 其 中 XY(JM?) 是 
MM 的 Euler 示 性 数 . 

4. 设 zy 平 面 上 给 定 一 个 椭 图 ;y= 二 r+ 十 acosu,z= 二 bsinw(r 
>>a4a>2>>0). 该 顶 圆 绕 z 轴 旋 转 一 周 得 环 面 Ti’. 试 计 算 T? 的 全 
平均 曲率 ,并 估计 它 的 下 界 . 

5. 设 荆 是 空间 打 结 的 简单 正则 闭 曲 线 , 试 证 荆 的 管状 曲面 的 
全 平均 曲率 不 小 于 47. 


3 6 和 常 负 曲率 曲面 和 Backlund 变换 


也 上 岂 曲 面相 反 的 曲面 是 Guass 曲率 处 处 为 负 的 曲面 ,其 中 最 
简单 也 是 最 重要 的 一 类 便 是 Guass 曲率 处 处 等 于 负 常 数 的 曲面 . 
近 年 来 ,人 们 发 现 名 负 曲 率 曲面 与 一 类 偏 微分 方程 的 求解 有 密切 
关系 ,本 节 介 绍 这 方面 的 有 关 问 题 . 


6.1 常 负 曲 率 曲 面 和 SG 方程 


设 M 是 E 中 的 常 负 曲 率 曲 面 . 不 失 一 般 性 , 可 假定 MM 的 
Guass 曲率 上 二 一 1. 在 以上 取 曲 率 线 作为 坐标 曲线 (wu' ,wu?), 由 于 
主 方 四 互相 垂直 ,因此 可 取 主 方向 作为 曲面 标 架 方向 . 对 于 这 样 的 
标 洪 ,有 

* 107。 


ar 


“=| ya (a 一 1,2). 
因而 
w= pdu', ww = gdu’, (6. 1) 
其 中 p== | 和 苇 |,g = | 个 | 是 定义 在 M 上 的 可 微 函 数 ， 
设 是 对 应 于 el(a 二 1,2) 的 主 曲 率 , 则 以 的 第 二 基本 形式 可 
写 为 


I 一 Ai(owl) 十 k,(Cw):. 


于 是 第 一 章 的 (3. 23) 式 可 写 为 
cl = kiw' = kipdu', 


wi = kw = AIdz2. 0.2) 
而 wo? 由 下 列 结构 方程 
do =o Aw, do=w ho (6. 3) 
所 瞧 一 确定 . 设 
wi 一 Cidzl 十 a,dui， 
其 中 al,as 是 待定 系数 .将 上 式 和 (6. 1) 代入 (6. 3) ,得 
a= 一 qs 于 (6. 4) 
其 中 
P: 二 8， di1 一 也 
因此 
oz 一 一 Pdu 十 Sdu’. (6. 5) 
从 尺 二 如 .二 一 1, 可 假设 
kl = ctgy, k, 一 一 tgy. (6.6) 
将 (6.2) 和 (6. 5) 代 人 方程 


dowi 一 w 人 ou ， 
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便 得 
(hp) 一 &z 户 ; 9 


即 
3 
(ki — ko)prt+pai=0. (6.7) 
但 由 (6. 6) 
1 
ki—k—=ctgyt+tgy= sin ycosy 
因此 
Kk 
9 Wu” 9 . 
Clogp) 一 一 Ek -一 hr (log S11 0)， 
即 
p= U (xu)sin y. (6. 8) 
同 理 ,有 
9 = V (wu’)cos 内 (6. 9) 


从 (6.8) 和 (6.9) ,注意 到 (6. 1), 若 有 必要 可 适当 改变 曲率 线 
的 参数 wl 和 局 ,我 们 总 可 以 假定 


p 一 一 sS1Il yp， 9 一 COS yg. (6. 10) 
于 是 ,曲面 的 微分 形式 可 号 为 

w= sin ydu, w= cos ydu, (6.11) 
wa 一 cos 由 da， w=— sinydu, (6. 12) 
ua 一 da 一 du (6. 13) 

这 时 ,曲面 的 Gauss 方程 dw? 一 一 天 w 人 wr 就 化 为 
“1 一 j,i 一 一 sin W cos Y， (6. 14) 
其 中 yw 二 i 二 1,2)，(6.14) 通常 称 为 3C 方 在 


(Sine-Gordon 方程 ). 
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从 (6.6) 和 (6.11), 易 知 曲面 的 第 一 、 第 二 基本 形式 为 
1 一 (ol)2 十 (oo2)2 = Sin2o(dz1)2 十 cos20(dz2 7) ， 
I 一 Ri(ol)2 十 有 (ozs)2 一 (sin bcos pL Cdu')? — Cdu’)’]. 
(6. 15) 
由 此 可 见 ,2y 是 曲面 上 两 渐 近 曲线 之 间 所 成 的 角 . 
以 上 叙述 表明 :大 在 E* 中 给 定 一 张 Gauss 曲率 天 一 一 1 的 曲 
面 , 则 就 得 到 SG 方程 (6.14) 的 一 个 解 ; 反 之 ,者 已 知 SG 方程 的 一 
个 解 y, 把 上 面 推导 过 程 逆 回去 ;就 可 得 中 ,ww oow ,它们 适合 
结构 方程 ,从 而 确定 了 EE’ 中 的 一 张 天 三 一 1 的 曲面 .这样 ,Es 中 天 
二 一 1 的 曲面 与 SG 方程 的 解 之 间 存 在 一 一 对 应 关系 . 
于 是 ,从 SG 方程 的 一 个 已 知 解 寻求 其 他 解 的 问题 归结 为 Ei 
中 大 = 二 一 1 的 曲面 之 间 的 变换 ,这 就 是 所 谓 Backlund 变换 . 


6.2 伪 球 线 汇 和 焦 曲 面 


所 谓 线 汇 ,就 是 双 参 数 的 直线 族 ,一 般 可 写 为 
7 一 TU ) 十 5Sy(xlz2)， jy| 一 1， (6. 16 ) 
其 中 ; 是 每 条 直线 上 的 参数 . / 
这 样 ,方程 


ul Wt), wu: = w(t), 


确定 了 一 张 直 纹 面 ,这 张 直 纹 面 是 可 展 曲面 的 充 要 条 件 是 
(y,dx,dy) = 0. (6. 18) 
这 是 关于 du ,dw? 的 二 次 方程 车 方程 (6. 18) 有 两 个 不 同 的 实 解 ， 
则 经 过 每 条 直线 有 两 个 可 展 曲面 ,因此 ,整个 线 汇 有 两 族 可 展 曲 
面 . 每 族 可 展 曲面 的 消 线 构成 一 个 曲面 , 称 为 线 汇 的 焦 曲 面 
右 线 汇 (6.16) 的 两 张 焦 曲 面 存在 , 则 记 它 们 为 M,M" , 线 汇 
(6. 16) 是 M, AM 的 公 切 线 族 . 因此 ,从 线 汇 出 发 ,可 以 自然 地 导出 
焦 曲面 之 间 的 变换 pg: M 一 M' , 它 使 M 上 的 点 通过 公 切 线 映 为 
110。 


2 
天 0(6.17) 


AM” 上 的 对 应 点 ， 

对 于 一 般 的 线 汇 ,上 述 变 换 gp 可 能 不 很 简单 ,但 对 于 下 面 定 义 
的 伪 球 线 汇 , 则 构成 Backlund 变换 的 几何 基础 . 

定义 ” 设 必 ,MM 是 一 个 线 汇 的 两 张 焦 曲 面 ,p: M 一 M" 是 
日 然 映 射 , 它 使 履 上 的 点 zx 通过 公 切 线 变 为 M" 上 的 点 x = 
g(r). 如 果 

(TI)|z 一 太一 7 一 Const， 

CI) 对 应 所 x 处 M 和 2 的 单位 法 向 量 6。 志 63 交 成 
定 角 r, 即 

ee3 “6€3 一 COosSs rT， T= const., 

那么 称 这 线 汇 为 伪 球 线 汇 . 

定理 (Backiund,1880) 伪 球 线 汇 的 两 张 焦 曲 面 M,M" 具有 
相等 的 负 常 数 Gauss 曲率 天 = 一 | 2 . 

证 阴 在 4 上 选取 活动 正 交 标 架 elyezyesy 使 el 为 M,AM 经 


过 工 反 的 公司 线 问 量 ,e 为 MM 的 单位 法 向 量 ( 见 图 下 -7) ,于 是 ,AM 
由 廊 程 及 标 架 为 


Z ”一 过 十 7el， (6. 19) 


el — €1. (6. 20) 
es = COsS Te sin Tt e,, (6. 21) 
e+ =— SiNn Te, 十 COS T es. (6. 22) 


以 下 ,我们 根据 上 述 方程 来 计算 MM,M" 的 Gauss 曲率 . 
从 结构 方程 和 (6. 20)、(6. 21), 有 
dx” = wi'er 十 oo er = w’*er + wr" (cosTte,+t sin Tt es). 
但 由 (6. 19), 有 
dx* = dz 二 rde, = we 二 we, 二 rl(wie, 十 wie3). 
比较 上 述 两 式 , 得 


w=w, : (6. 23) 
wi*cos T= w+ rw, (6. 24) 
"sin rt = ro. (6. 25) 
从 (6.23) 和 (6. 25) 得 
] > FH rr ] 3 
2 sinc A 
Sin zo A uw + blzw) 
_ rb ] 2 
Sinzr A w. (6. 26) 
因此 ,2 关 0. 
从 (6. 20)、(6. 22) 有 
ww 一 (der ;C3 ) 一 一 sin TO 十 cOSrcj]. 
但 由 (6. 24) 和 (6. 25) 得 
ee + sinrtw =w" .—— cosr ow. 
六 
代 回 上 式 ,得 
wi* = 一 SinT wr. 


"112。 


从 (6. 21) 和 (6. 22) 得 


CU2 一 (de> s€3 ) -一 Co? 一 bw 十 bow (bz 一 b12). 


因此 
ww A w= 二 — 一 “bw A (6. 27) 
然而 ,对 于 MM* ,有 
aoi ”人 oz 一 一 do 一 天 or Mw,, 


其 中 天 是 M 的 Gauss 曲率 .因此 把 (66. 26),(6.27) 代 回 上 式 , 由 
于 :天 0, 使 得 


SIN TT 


交换 M,M" 的 地 位 ,可 见 M 的 Gauss 曲率 义 也 为 | 一 Sm 
毕 . 

6.3 Biackiund 变换 

在 上 述 的 Backlund 定理 中 , 伪 球 线 汇 的 一 张 焦 曲 面具 有 常 负 


Gauss 曲率 一 | 2 , 另 一 张 焦 曲 面 也 然 . 于 是 它们 就 分 别 对 应 
SG 方程 的 两 个 解 . 由 此 可 见 , 从 SG 方程 的 已 知 解 寻 找 新 解 的 问 
题 ,归纳 为 如 何 从 一 个 常 负 Gauss 曲率 曲面 M 构造 一 个 伪 球 线 
汇 , 这 便 是 Backlund 变换 的 几何 表达 . 
考虑 凡 上 的 向 量 场 ej. 为 了 使 e 方向 的 切线 构成 伪 球 线 汇 ,从 
方程 (6. 24)、(6. 25) 知 , 应 有 
忆 十 rw 二 rctgr wi, (6. 28) 


2 
.证 


sin rr 


B 
edz 十 resdel = (r ctg tT)esdei. (6. 28’) 
这 征 关 于 e 的 微分 方程 , 称 为 Plaff 方程 , 它 完 全 可 积 的 充 要 条 件 
古 它 的 外 微分 方程 是 原 方程 的 代数 推论 (可 参见 第 一 章 ,3. 2, 定 理 
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3. 2). - 
对 (6. 28' ) 两 边 外 微分 ,注意 到 7,rt 均 为 常数 ,利用 结构 方程 ， 
易 得 

wi Aw 十 rdw 一 rctg row A ow. (6. 29) 
再 利用 Gauss 方程 det = 一 Kw 人 wr 及 (6.28 ), 上 式 可 化 为 


ctg tr(w A wi 十 ww ) 一 到 十 jw 人 地 


-一 rr Ctg TT oj 人 >. (6. 30) 
注意 到 
0 一 do 一 olAo 十 只 A wi, 
wi 人 os 一 天 ol Maw, 
以 及 
有 SIn Tt 
六 


容 多 验证 46. 30) 恒 成 立 . 这 就 表示 (6. 29) 是 (6. 28) 的 代数 推论 ， 
从 而 (6.28) 即 (6.28') 完全 可 积 . 所 以 ,这 样 的 向 量 场 e 一 定 存 
在 . 
方程 (6. 28) 就 是 Backlund 变换 . 为 了 明显 起 见 ,我 们 把 它 化 
为 为 一 种 形状 . z 
取 曲 率 线 作为 坐标 曲线 , 设 £,,E; 为 单位 切 向 量 , 它 们 互相 垂 
直 . 设 
el = cosak,+t sinakE,, 
e: =~ sin a E+ cos ok,. (6. 31) 
于 是 , {Xx; 上 1, 上 ,,e3} 和 {zx;ei,es,e3) 构成 曲面 M 的 两 组 标 架 ,它们 
对 应 的 微分 形式 记 为 {PO,O} 和 {w ,wr). 通 过 简单 的 计算 ,有 
w 一 一 sinal 十 cos al2， 
wl 一 da 十 作 ， 
wl 一 cosali 十 sina 0. 
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将 它们 代 人 (6. 28) , 便 得 
da 十 0 二 一 二 (一 sin wb 十 coswa 久 ) 十 ctgrcos a tt sinag). 
产 
(6. 32) 
类 似 于 (6. 11) 一 (6. 13), 有 
0 =sinygdu, = cosy du’, 
=ecosydu, WB=— siny du, 
太一 — du 一 Sdu’. 
代入 (6. 32)， 得 到 关于 未 知 耳 数 。 的 方程 . 性 向 年 超生 
一 1, 即 


”~ 一 Sin Zz， 
则 有 


-也 站 重 
i — Mi) = cos rcos a cos $+ sin a sin Y, 


GC " ， 
一 一 一 一 -| 一 一 COST Stn 4 sn 一 COS Qa COS y,， 
Nu” | 站 " 


(6. 33) 

其 中 ft 为 常数 ;y 为 已 知 解 ;a 为 未 知 解 . 容易 看 到 ,2a 是 新 曲面 MM* 

上 渐 近 线 之 间 所 成 的 角 ,因此 也 是 SG 方程 的 解 . 这 样 , 我 们 可 以 

从 SG 方程 的 已 知 解 y, 通 过 (6. 33) 而 得 到 新 的 解 a. (6. 33) 关于 wa 

是 一 阶 拟 线 性 偏 微 分 方程 ,因此 可 化 为 常 微分 方程 求解 . (6 33) 
就 是 通常 所 称 的 Backund 变换 . 

例如 ,cr 方程 的 一 个 明显 解 儿 = 了 /2 ,对 此 用 变换 (6. 33)， 可 


得 
3 
isin t= Sin a, 
sin z 一 一 COS TSIin a. 
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因此 ， 


cosr 下 十 中 一 (0， 
今 
1 2 ] 
vo (WU — Wcos TT) 一 
In Tt 
则 & = a(v) 满足 
da _ ina 
dv | 
即 


cos & (zz =— th wv, 
(6. 34) 


sina (wu,u) 一 (ch wv) 
这 个 解 的 物理 意义 如 下 :在 物理 上 ,7(o 一 az) 一 般 称 为 行 波 
奉 把 ww 看 成 时 间 t,w 看 成 距离 , 则 alw ,ww) 也 是 一 个 行 波 . 当 固定 
时 间 t, 把 a 看 成 距离 wu" 的 了 滑 数 时 , 它 的 图 像 如 图 下 -8 所 示 . 


a(u, 1,) 


a=0 0 Hi 


图 下-8 
把 zx 二 一 00 与 二 十 oo“ 粘 合 ” 起 来 , 则 a 在 (一 00, 十 00) 
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中 转动 了 半 周 ,2a 正 好 转动 了 一 周 (27). 因此 ,者 sinr>0, 我 们 得 
到 带 有 一 个 孤立 子 的 解 ; 若 sin rt 过 0, 则 我 们 得 到 带 有 一 个 反 孤 立 
子 的 解 . 

注 “本 节 内 容 取 自 陈省身 教授 1978 年 在 北京 大 学 的 演讲 ， 
进一步 可 参考 文献 Ann. Polonici Math. ,198],39:64 一 69. 

关于 孤立 子 的 进一步 的 内 容 , 可 参考 : 谷 超 豪 , 胡 和 生 , 周 子 翔 
编写 的 《孤立 子 理论 中 的 达 布 变换 及 其 几何 应 用 》, 上 海 科学 技术 
出 版 社 ,1999 年 版 . 


习 是 


]. 详细 验证 (6.8)、(6.9) 以 及 (6.15). 

2. 设 M 和 j 认 ”是 一 个 线 汇 的 两 张 ( 非 娆 化) 焦 曲 面 ,p: M 一 AM- 
是 自然 映射 ,使 M 上 一 点 工 通过 公 切 线 变 为 M* 上 的 点 x* 二 9(x). 
令 zr 一 Xx* | 二 r(x), es3re? 一 cos r(Zz). 试问 :函数 r(z) 和 zr(z) 满 
足 什么 条 件 才能 使 MM 和 M" 的 Gauss 曲率 天 一 天 ”一 一 sin2r/7r2? 


$7 Hilbert 定理 


根据 本 章 》2 中 定理 2.1, 在 E’ 中 不 存在 紧 致 连通 的 常 负 曲 
率 曲面 . 更 一 般 地 ,有 下 列 著 名 的 Hilbert 定理 . 

定理 (D. Hilbert ,1901) 在 三 维 欧 氏 空间 也: 中 不 存在 C2: 阶 
完备 连通 的 常 负 曲 率 曲 面 . 

所 谓 完 备 曲面 ,就 是 它 作 为 二 维度 量 空间 是 完备 的 . 关于 它 的 
等 价 定 义 ,我 们 将 在 第 四 章 § 2 中 详细 论述 ,现在 暂且 承认 那里 的 
定理 2. 3. 因此 , 紧 致 曲面 一 定 是 完备 的 ,但 完备 曲面 未 必 紧 致 . 

可 能 读者 会 提出 , 忠 物 线 旋 转 面 一 一 伪 球 面 不 是 一 个 完备 连 
授 的 常人 负 曲 率 曲 面 吗 ? 然 而 ,这 个 曲面 不 是 C? 阶 的 ,因为 有 一 条 
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“喇叭 口 边 ” 是 曲面 上 奇 点 的 集合 . 

Hijbert 定理 的 完全 证 明 , 要 涉及 许多 分 析 和 方程 的 知识 , 读 
者 可 参考 本 页 脚注 凯 的 附录 及 有 关 文 献 . 这 里 ,我们 对 CC? 阶 的 曲面 
给 出 证 明 ,而 定理 对 C: 阶 曲面 也 成 立 . 值得 指出 的 是 ,定理 对 C: 阶 
曲面 并 不 成 立 , 因 为 N. H. Kuiper 在 1955 年 给 出 了 双 曲 平面 一 一 
具有 度量 ds* = (dw 十 dv?)/v 的 上 半 平 面 ( 邑 v 守 0) 一 一 到 E’ 中 
的 一 个 无 奇 点 Ct! 阶 等 有 中 和 鹏 入 (参考 Indagations Math. ,1955 ,17 ， 
545 ~ 556;683 ~ 689). 

此 外 ,不 失 一 般 性 ,我 们 还 可 以 进一步 假定 曲面 M 是 单 连 通 
的 ,因为 否则 我 们 可 用 MM 的 通用 覆盖 族 ( 它 与 MM 等 距 对 应 ,详细 参 
阅 第 四 章 § 5, $6) 来 代替 . 


7.1 负 曲 率 曲 面 上 的 渐 近 线 网 


我 们 自 先 给 出 有 关 常 负 曲 率 曲面 M 上 的 渐 近 线 的 一 些 局 部 
性 质 . 这 里 ,不 妨 设 M 的 Gauss 曲率 开 一 一 1. 

引 理 7.1 对 于 每 点 p € M, 存 在 坐标 映射 f :UC(C PR’) 一 
MM,p € 了 (VU) 二 VV ,使 得 f 的 坐标 曲线 网 是 VC ML 上 的 渐 近 线 网 ， 
并 且 它 是 Chebyshev 网 . 

证 明 由 于 天 <0, 故 户 点 不 可 能 是 曲面 M 的 脐 点 .于 是 存 


在 坐标 映射 了 : 口 一 M,p € 了 f(D) = 人 使 得 闻 的 坐标 曲线 网 是 六 
CM 上 的 曲率 线 网 . : | 
根据 (6. 15), 此 时 曲面 片 V CC M 的 第 一 ,第 二 基本 形式 为 
1 = sin’y di + cos’y do’, 
I = (sin y cos y) du’ 一 dv’). 
于 是 ,在 关中 渐 近 线 的 微分 方程 是 
da? — dv? = 0， 


(7.1) 


(D) T.K.Milnor, Advances in Math. ,1972,8.474 ~ 543. 
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由 此 ,得 ”中 渐 近 线 的 方程 为 


Uv 二 COPnSt。， 2 一 了 一 const， 《7. 2) 
作 坐 标 变 换 有 :UU 一 UU, 定义 如 下 : 
U=u—v, v=uU+v. (7. 3) 


二 是 ,在 新 坐标 (u,v) EV 下 ,f= 了 :h:0 -> M, f(U) = 站, 渐 近 
线 方程 是 


2 一 COnst. ， v= const., (7.4) 
即 它们 是 坐标 曲线 网 . 容易 计算 ,这 时 VC M 的 第 一 基本 形式 为 
I =du*+2cosadudv+ dv (a ©=.2y). (7. 5) 


这 表明 坐标 曲线 网 是 Chebyshev 网 . 引 理 证 毕 . 

引 理 7.2 人 设 VC M 是 菜 个 坐标 邻 域 ,使 得 V 的 坐标 曲线 是 渐 
进 线 . 那么 ,由 坐标 曲线 构成 的 任何 曲 边 四 边 形 的 面积 必 小 于 2r. 

证 明 根据 引 理 7.1, 我 们 可 取 到 Chebyshev 网 ,使 YCM 的 
第 一 基本 形式 有 (7. 5) 的 形式 . 

根据 (6. 14) ,我 们 有 

Vi 一 屿 一 一 sinyW cosy (y= >). 
在 代 换 (7. 3) 下 ,得 : 
yp,, = sinyg cosy, 
因此 ,对 于 a 三 2%, 就 有 
wa， 一 sin a. 《7.6) 

设 A4 是 VV 中 以 四 点 G500) ,auto Cao ) 为 顶点 
的 坐标 曲线 四 边 形 ,如 图 下 -9 所 示 . 

由 于 上 二 C= 1, 了 二 cos ao 以 及 (7.6) ,我 们 有 


4 的 面积 一 |a4 一 |sin a dudv 
A A 


一 |aadudy 
| 


(1 ,VY 


1 一 吉 


图 下 -9 
一 QU ,21 ) 一 一 Qa(u, sU! ) 十 Qa(u, s Uo ) 一 X(zUI sv ) 


一 (al 十 as) 一 (人 一 0a) 一 (CT 一 04) 
人 
最 后 一 个 不 等 式 是 由 于 过 x 证 毕 . 
7.2 常 负 曲 率 完 备 曲面 上 的 整体 渐 近 线 网 


对 于 完备 的 常 负 曲 率 曲 面 M, 我 们 将 定义 一 个 坐标 映射 
1 厂 :R: 一 M, 并 证 明 它 是 M 上 整体 定义 的 渐 近 线 网 . 

任 取 固定 点 OE MM, 过 O 作 和 
渐 近 线 a: 和 a;, 并 选 定 它们 的 正 
向 ( 见 图 丰 -10). 现 定义 f:R’: 一 
M 如 下 :对 于 每 点 (xz) € 民 ， 
在 ai 沿 它 的 正方 向 取 弧 长 等 于 
& 的 一 点 户 , 于 是 ,在 点 如 EM 存 
在 两 条 渐 近 线 , 其 中 一 条 便 是 
4 由 微分 方程 的 唯一 性 定理 ) 图 于 -10 
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在 另 一 条 渐 近 线 上 沿 着 与 az 定 同 一 致 的 方向 取 弧 长 (从 之 点 算 起 ) 
等 于 的 一 点 ,定义 它 为 (xm) 的 像 f(u,v)( 见 图 有 -10). 这 样 的 
flu,v) 在 整个 Ri 上 有 定义 . 事实 上 , 蔡 / (lz,0) 没有 定义 , 则 存在 
ui 使 得 a (u) 对 一 切 w 二 ul 有 定义 ,而 当 w 二 wj 时 没有 定义 . 令 
limai(u) 一 9* 由 于 曲面 M 的 完备 性 ,gE M. 对 g 点 利用 引 理 7.1， 


则 ax ) 就 有 定义 ,这 与 假设 矛盾 . 因此 ,对 一 切 xE R,f(u,0) 都 
有 年 义 . 同 理 , 对 一 切 v € R, f(u,v) 也 都 有 定义 . 

以 下 ,我 们 要 证 明 上 映射 了 是 曲面 M 的 坐标 映射 ,并 且 构 成 渐 
下 理 7.3 对 于 任 一 固定 的 ww 上 曲线 f(w,v)( 一 0 过 ww 一 
十 co) 是 M 上 以 弧 长 为 参数 的 渐 近 线 . 

证 明 根据 引 理 7.1, 对 于 每 点 f(wu,v) E M, 存 在 一 个 矩形 
邻 域 ( 即 对 应 于 v <v<uw 如 < 天) 使 得 这 个 邻 域内 的 渐 近 
线 构成 Chebyshev 网 , 即 参数 曲线 所 构成 的 四 边 形 的 对 边 长 相等 . 
因此 , 硅 对 某 个 we E (vvo) ,曲线 f(u,vo),u E (xz) ,是 渐 近 
线 , 则 对 于 任何 v € (mm) ,曲线 Fo),z GE (都 是 渐 近 
线 . 

现 令 (u,v1) 是 MM 上 任 一 点 ,对 于 0 二 v 声 v ,线段 f(u1,v) 是 
财 的 , 故 是 紧 致 的 ,从 而 它 可 用 有 限 多 个 矩形 邻 域 履 盖 ( 见 图 下 -11)， 
使 得 其 中 每 个 矩形 邻 域 都 由 渐 近 线 构成 Chebyshev 网 , 因为 f(u,0) 
是 渐 近 线 ( 即 a ), 故 重复 上 面 的 过 程 , 可 知 f(x,vi) 是 z 的 一 个 邻 域 
内 的 渐 近 线 . 由 于 (xu ) 的 任意 性 ,因此 引 理 7. 3 得 证 . 

引 理 7.4 /是 满 映射 . 

证 明 ”首先 ,上 是 局 部 微分 同 胚 . 这 是 因为 一 方面 f (wo,v)， 
f (u,v。o) 都 是 以 红 长 为 参数 的 渐 近 线 , 另 一 方面 从 引 理 7.1,M 可 
以 局 部 地 导入 渐 近 线 网 ,使 碧 二 G = 1, 因 此 ,f 必 局 部 地 和 这 样 的 
参数 曲线 网 一 致 . 
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其 次 , 邻 W = 二 (RR’), 我 
们 要 证 明 W = 二 MM. fla,v) 

由 于 了 是 局 部 微分 同 / 
胚 , 故 W 在 MM 中 是 开 的 . 注 
意 , 根据 f 的 定义 及 引 理 
7.3， 对 于 任 一 点 p = f (wo， 
vo) 和 1 过户 的 两 条 渐 近 线 
都 整体 包含 在 W 之 中 . 

现在 设 W 关 M. 由 于 M 9 a 
是 完备 单 连 通 的 , 故 W 的 边 
齐 OMW 关 襄 . 设 pEW, 由 于 
W 是 开 的 , 故 p EW. 考 虑 包含 p 的 一 个 矩形 邻 域 4 CM, 使 得 在 
4 中 , 渐 近 线 网 构成 Chebyshev 网 , 见 图 和 12. 若 和 毛 艳 门 4, 则 
过 9g 的 一 条 渐 近 线 与 过 zp 的 一 条 渐 近 线 相交 于 一 点 mm. 车 m €W， 
则 过 m 的 渐 近 线 ( 它 整体 位 于 W 中 ) 不 能 通过 p(E W). 若 m 盛 
W , 则 过 4 的 渐 近 线 不 能 通过 x, 由 此 得 到 矛盾 . 因此 WW = MM, 引 理 
7. 4 证 毕 . 


图 到 -1] 
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引 理 7. 5 /是 单一 映射 . 

证 朋 ”根据 引 理 7.3 和 引 理 7.4, 我 们 通过 f 已 在 M 上 整体 
地 定义 了 两 族 渐 近 线 , 不 妨 称 它 们 为 第 ( 工 ) 族 和 第 (I) 族 . 为 了 
证 明 /是 单一 映射 ,只 要 证 明 ,一 族 中 的 每 条 渐 近 线 与 另 一 族 中 的 
任 一 条 渐 近 线 最 多 只 有 一 个 交点 .用 反 证 法 ,假设 第 (1I) 族 中 一 
条 渐 近 线 和 第 (IE ) 族 中 某 条 渐 近 线 相交 有 两 点 4 和 B. 于 是 ,这 两 
条 渐 近 线 围 成 一 个 区 域 2. 以 下 分 两 种 情况 讨论 . 

第 一 种 情况 :这 两 条 相交 于 A 和 8B 的 渐 近 线 的 延长 线 都 不 进 


图 下 -13 

入 区域 2( 见 图 下 -13(a)). 设 PP 是 第 C(I) 族 4B 线 上 一 点 (位 于 
A,B 之 间 ), 考 虑 过 PP 的 第 (1 ) 族 的 渐 近 线 (图 了 -13(a) 中 虚线 所 
示 ). 因为 它 不 可 能 与 第 (I ) 族 的 4B 线 相交 , 故 只 能 与 第 (I ) 族 
的 AB 线 相交 ,不 妨 设 第 一 个 交点 为 Q@( 也 位 于 4,B 之 间 ). 于 是 ， 
当 己 沿 着 渐 近 线 从 4 向 五 移动 ,QQ 从 已 向 4 移动 时 , 必 于 某 一 点 
重合 ,在 这 个 重合 点 ,两 族 渐 近 线 中 有 两 条 相 切 , 即 在 该 点 两 个 渐 
近 线 方向 重合 . 这 与 玉 = 一 1 二 0 的 假设 矛盾 ,因此 这 种 情况 不 可 
能 发 生 . 

第 二 种 情况 :这 两 条 相交 于 A 和 B 的 渐 近 线 中 至 少 有 一 条 的 
延长 线 进 入 区 域 2( 见 图 下 -13(b)). 假设 第 CI ) 族 的 渐 近 线 通过 
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交点 已 进入 总 ,那么 它 将 和 第 ( 工 ) 族 的 渐 近 线 相 交 于 某 点 C( 见 图 
有 -13(b) 中 虚线 所 示 ), 于 是 第 (1 ) 族 的 BC 线 和 第 ( 1) 族 的 BC 
线 构 成 了 如 图 焉 -13(a) 所 示 的 第 一 种 情况 . 这 是 不 可 能 的 . 

综合 这 两 种 情况 , 便 得 引 理 7. 5 的 证 明 . 

根据 引 理 7. 3、 引 理 7.4 和 和 引 理 7.5, 可 见 坐 标 映射 f/f: R? 一 MM 
在 M 上 整体 定义 了 一 个 渐 近 线 网 ,并 且 是 Chebyshev 网 .因此 ,第 
一 基本 形式 (7.5) 在 M 上 整体 地 被 给 出 . 


7.3 定理 的 证 阴 


用 及 主 法 . 假设 存在 这 样 的 完备 曲面 . 一 方面 ,根据 本 章 7. 2 
的 讨论 ,我们 可 在 M 上 整体 地 导入 渐 近 线 网 ,并 且 它 是 Chebyshev 
网 ,再 利用 引 理 7.2, 可 见 M 的 面积 小 于 2x. 
妨 -方面 ,由 于 MM 是 完备 单 连通 的 , 故 对 于 任 :点 p € MM, 指 
数 上 映射 exp, 是 可 微分 同 胚 (参考 第 四 章 $ 5, 定理 5.4). 因此 ,我 们 
可 在 由 上 整体 地 建立 以 2 为 极点 的 测 地 极 坐 标 系 (p,0), 而 MM 的 
第 一 基本 形式 化 为 (参见 [1],p.152) 
LI = (dp)? 十 《sho)2(d0)2， (7. 7) 
它 也 征 整 体 地 被 给 出 . 于 是 ,由 直接 计算 ,得 
M 的 面积 = lim| | VEGd4 | 


™ 


d fF2n 
_ lim | | V Gdode | 
cr x: 站 


-一 lim[2x (chd -一 1) | > OOO, 
这 与 上 面 所 说 的 Mt 的 面积 有 限 相 了 矛盾 . 定理 证 毕 . 
注 Hilbert 定理 被 俄罗斯 的 Buwoe 推广 到 负 曲 率 的 完备 曲 
面 ( 风 Mat. C56. ， 1964,64(106);286 ~ 320. ), 即 z 
定理 (EbuvoB,H. 中, ,1964) ”E’ 中 不 存在 C? 阶 完备 曲面 ,使 
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它 的 Gauss 曲率 尺 志 一 cc 过 0. 

后 来 ,美国 的 T. K. Milnor 重新 整理 了 Ednmos 的 证 明 , 用 更 
清晰 的 方式 表达 ( 见 Adv. Math. ,1972,8;474 ~ 543). 在 该 文 的 附 
录 中 给 出 了 Hilbert 定理 的 另 一 证 明 . 我 们 这 里 的 证 明 参 照 文献 
[3] 和 [4]. Hilbert 定理 的 高 维 推广 至 今 还 未 彻底 解决 . / 


习 题 


1. (J.J. Stoker) 试 证 E 中 不 存在 这 样 的 C? 阶 完备 曲面 , 它 的 
Gauss 曲率 KK 二 一 c 之 0 且 它 的 平均 曲率 的 绝对 值 有 界 ( 参 考 [3]， 
p. 450)., 

2. 详细 验证 (7.5), 并 证 明 图 和 -9 坐标 曲线 四 边 形 的 对 边 长 
度 相 等 . 


9 8 Hartman-Nirenberg 定理 


本 贡 讨 论 Gauss 曲率 大 二 0 的 完备 曲面 . 从 局 部 微分 几何 知 
道 ,这样 的 曲面 局 部 是 可 展 曲 面 , 即 是 平面 、. 柱 面 . 锥 面 或 切线 曲 
面 .但 当 我 们 从 整体 考虑 时 ,就 得 到 不 同 的 结果 . 

定理 (P. Hartman %. IL.Nirenberg,1959) 设 M 是 下? 中 
Gauss 曲率 便 为 零 的 完备 曲面 , 则 M 必 是 平面 或 柱 面 . 

这 里 ,曲面 的 完备 性 起 了 重大 作用 . 


8.1 预备 引 理 


为 了 证 明 上 述 定理 ,我 们 先 给 出 若干 预备 引 理 ， 
中 理 8.1 设 M 是 正中 Gauss 曲 率 玉 =0 的 正则 曲面 , 则 M 
上 平 点 的 集合 V 在 M 中 是 闭 的 ,从 而 抛物 点 的 集合 U 二 MN\V 在 
M 中 是 开 的 . 
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证 明 设 A 是 M 的 主 曲率 .因为 天 一 Ap 一 0, 夏 M 上 


的 点 或 是 平 点 ,或 是 抛物 点 . 对 于 平 点 ,平均 曲率 吾 = 方 (ki 十) 
一 0. 若 p€ AM 是 平 点 集合 Y 的 极限 点 , 则 根据 函数 已 的 连续 性 ， 
H(p) 二 0. 又 因 尺 = 二 0, 帮 在 p 点 必 有 ki 二 ,二 0, 即 pp 也 是 平 点 . 
因此 ,pp EV, 即 V 在 MM 中 是 闭 的 .证 毕 . 

现 设 p EU 是 抛物 点 , 则 在 p 有 唯一 的 一 个 实 新 近 方 回 . 我 们 
要 证 明 相 应 的 渐 近 线 是 直线 段 . 

引 理 8.2 设 订 是 五 中 使 天 三 0 的 正则 曲面 ,ECA 是 
抛物 点 , 则 过 p 的 唯一 渐 近 线 是 M 上 的 ( 开 ) 直线 段 . 

证 明 因为 p 不 是 脐 点 ( 平 点 ), 故 存在 包含 zp 的 邻 域 W CU 
使 得 W 中 都 不 是 脐 点 .在 W 上 选取 曲率 线 参 数 网 (u,v) ,使 曲面 方 
程 为 x 二 x(u,v). 设 曲线 是 渐 近 线 , 即 它 对 应 的 主 曲 率 & = 0. 
取 么 正 标 架 e = 二 Xx/ VE, es 二 Xx,/VG,e; 二 n( 曲 而 的 法 向 量 )， 
其 中 下 上 = jz G = 二 |zx,|*. 于 是 有 ( 见 本 章 § 2,(2.7) 和 (2. 8)) 

w= VEdu, w= VGdv, 
ww 一 0， wi 一 k,w. 
由 运动 方程 及 上 式 , 得 
de; = wiel 十 wie, =— kwie, =—k, VG edv. 


因此 局 一 至 = 党 = 0, 即 在 W 中 处 处 有 n。 = 0. 于 是 ， 
CD 一 XX,*n 二 TT*n, 二 0， 
因此 
Tn= yy(v), (8. ] ) 
其 中 y(v) 仅 是 v5 的 了 清 数 .把 (8.1) 关于 v 求 导 , 得 
T*n,= (vv). (8. 2) 


为 一 方面 ,n， “天 一 0, 并 且 因 为 W 中 的 点 都 是 抛物 点 ;Ry 天 0, 故 7? 
* 126。 


= 2 闫 0. 这 样 ,xn 和 n, 是 相互 正 交 的 线性 无 关 的 向 量 . 此 外 ,在 WW 


Nw 
中 有 mw = nw 二 0. 

现 考虑 W 中 任 一 xz& 线 :三 wo( 币 数 ) 洽 着 它 法 问 量 (zyzo) 
一 nlvo)( 因 为 n, = 二 0),n,(z,vo) = 二 nn,(vo)( 因 为 ns 一 0). 因 此 , 方 
程 (8. 1) 表明 x 曲线 z(x,zo) 属于 以 n(vo) 为 法 向 量 的 平面 ;而 方 
程 (8. 2) 表明 这 曲线 文 属于 以 nn, = vo 为 法 向 量 的 平面 , 且 这 两 个 
平面 是 相互 正 区 的 .所 以 , 渐 近 线 z(u,vo) 是 开 的 直线 段 . 证 毕 . 

曲面 M 上 一 条 渐 近 线 称 为 最 大 的 ,如 果 它 不 是 某 条 渐 近 线 的 
真子 集 . 

引 理 8.3(W.S. Massey,1962) 设 ? 是 过 抛物 点 上 EDCAM 
的 最 大 渐 近 线 , 则 YY 人间 V 二名, 即 7Y 上 没有 平 点 . 

证 骨 ”与 引 理 8.2 一 样 ,在 包含 p 的 一 个 邻 域 WCU 中 选取 
曲率 线 参 数 网 (u,v), 并 设 曲线 是 渐 近 线 . 由 于 3 = 二 0, 设 w= 
Pw 二 gw, 则 

0=dw =w Aw = phow! Ma. | 
既然 &, 关 0, 故 p 二 0. 根据 第 一 章 的 (3.22) 式 ,p = dw'/(w! 人 
0), 因 此 dw'==0. 把 w' = VEdu 代 人 ,得 (VE),=0, 其 EE 仅 是 


的 函数 . 这 样 ,只 要 作 变 量 代 换 元 二 | VEtDdu, 可 以 使 E 一 1， 


从 而 w! = du. 
对 2 二 kow? 两 边 外 微分 ,利用 结构 方程 并 注意 到 w? = 0, 得 
(dk, + kg ) A w’ = 0, 
即 


也 
Rh) A 0 
因此 | 
3 = Rag. (8. 3) 
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因为 = 0, 对 wif 二 gw? 两 边 外 微分 ,多 得 


1 一 一 g“. (8. 4) 
由 (8. 3) 和 (8. 4) 可 算得 

F{1) 

2 二 | _ 0. (8. 5) 


因为 平均 曲率 刀 = 六 CA 十 如) 二 记名 , 故 上 式 即 
生育 = 
注意 到 « 是 渐 近 线 的 弧 长 参数 ,因此 上 式 表 明 沿 W 中 任 一 条 
渐 近 线 有 
ad 
ds’ 
其 中 * 是 渐 近 线 的 弧 长 参数 . 
现 设 7? 是 过 抛物 点 p EU CC M 的 最 大 渐 近 线 ,s 是 从 pp 点 算 
起 7 曲线 的 弧 长 参数 . 如 果 在 》 上 有 一 平 点 9 EV ,由 于 7 是 连通 
的 且 U 是 开 的 , 故 存 在 一 点 9o。€ 7, 对 应 于 参数 s = so ,使 得 当 ; < 
so 时 ,YY 上 的 一 切 点 都 属于 UU, 而 go。 EV( 见 图 下 -14). 
根据 (8. 6), 可 知 沿 着 了, 对 ， 
于 s<s, 恒 有 


H(s) = 


ly 
到 =。% (8. 6) 


i (8.7) 
其 中 a,b 是 常数 ( 沿 着 了). 因为 
在 平 点 ga 平均 曲率 等 于 零 ,根据 
于 的 连续 性 和 (8.7) ,我 们 有 


0 = HG,) = limH(s) = lim 一 一 -< 0. 


3 十 刀 
这 个 矛盾 束 证 明了 我 们 的 引 理 8. 3. 


-14 
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我 们 定义 抛物 点 的 集合 U 的 边界 如 下 : 奉 户 E 90, 则 在 的 
任 一 邻 域 玉 所 邮 中 既 有 忆 的 点 ,又 有 了 一 AD 的 点 -同样 可 定义 
平 点 集合 V 的 边界 39V. 因为 U 是 开 的 , 故 3U CV, 由 于 V 是 闭 的 ， 
故 9V CV, 根 据 9U 和 9V 的 定义 ,可 知 | 

aU = 9V CV. (8. 8) 

引 理 8.4(W.S. Massey,1962) 设 必 是 KK = 0 的 正则 有 曲面 ， 
U 是 M 上 抛物 点 的 集合 . 若 PE 3aCM, 则 过 户 点 只 存在 唯一 的 
开 直 线段 C(p) CMM, 而 且 C(p) C3U0, 即 U 的 边界 9U 是 由 直线 
段 所 组 成 . . 

证 阴 ” 设 pE€ 9D0, 则 可 以 选取 点 列 {p,) ,Pp E U ,使 imp, = 
p. 根据 引 理 2, 对 于 每 点 p,, 令 C(p,) 是 过 p, 的 最 大 渐 近 线 ( 开 的 
直线 段 ). 我们 要 证 明 , 当 n> oo 时 C(p,) 的 方向 收 钙 于 某 个 不 依 
赖 于 {p,} 的 选择 的 方向 . 

事实 上 , 设 人 CCE 是 以 p 为 中 ， 的 充分 小 球面 . 因为 $ 是 紧 
致 的 , 故 C(p,) 与 S$ 的 交点 集合 {g,) 至 少 有 一 个 聚 点 g ES: ,以 及 
d 的 对 径 点 . 现在 假设 除 g 外 还 有 一 个 诊 点 g' 及 其 对 径 点 ,那么 经 
过 任意 近 的 两 点 p, 和 p( 当 m,n 充分 大 时 ) 都 应 有 渐 近 线 CCp,) 


和 CCp) ,它们 作成 一 个 角度 ,其 值 大 于 9 = 方 ( 角度 (pq,pq'))， 


这 与 源 近 线 的 连续 性 矛盾 . 因此 ,上 述 聚 点 9 及 其 对 径 点 是 唯一 
的 ,从 而 C(p,) 有 一 个 唯一 的 极限 方向 .采用 同样 的 方法 ,不 难 证 
明 这 个 极限 方向 与 点 列 {p,) 的 选择 无 关 . 

因为 Cn 的 方 辐 收 但 ,并 且 p, 一 p, 故 Clp,) 的 开 直 线段 收 
敛 于 过 疡 点 的 一 条 开 直 线段 CCp) CC M. 线 段 C(p) 不 可 能 昱 化 成 
气 户 :因为 否则 的 话 , 由 于 C(p,) 是 最 大 的 , 故 PE MM 将 是 CCp,) 的 
闹 点 的 极限 点 ,根据 引 理 8. 3, 它 不 属于 V ,这 和 p E 9U CV 矛盾 . 
当然 ,线段 C(p) 不 可 能 包括 它 的 端点 . 

最 后 ,我 们 要 证 明 Cp) CC 9390. 事实 上 ,车 gqg € C(p), 则 存在 
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点 列 {a,) ds。 E C(p,) CU ,limg, 一 9. 于 是 q EU UaV. 假 定 a 全 


90 , 则 gq EU. 根 据 浙 近 方向 的 连续 性 ,CC(p) 是 过 9 点 的 唯一 闭 近 
线 ;根据 引 理 8. 3, 这 意味 着 p EU, 从 而 与 p € 90 刻 盾 . 所 以 gq € 
3U, 即 CC(p) C9U0.3 引 理 8.4 证 毕 . 


8. 2 定理 的 证 明 


设 MM 不 是 平面 , 则 MM 必 包 含 抛物 点 . 令 U 是 抛物 点 的 集合 (在 
AM 中 是 开 的 ),V 是 平 点 集合 (在 性 中 是 闭 的 ), 用 intV 表示 V 的 内 
部 , 即 若 g € intV , 则 存在 包含 9 的 一 个 邻 域 W CV. 显 然 ,intV 在 
AM 中 是 开 的 , 它 只 包含 M 的 平 点 ,因此 ,inty 的 每 个 连通 分 支 位 于 
一 个 平面 上 . 

我 们 先 雪 证 明 ; 帮 凡 上 的 点 9 人 & intV , 则 过 4g 存在 唯一 的 直线 
(da) C M, 并 且 任 何 这 样 的 两 条 直线 ,或 者 重合 ,或 者 不 相交 . 

事实 上 , 当 g EU 时 ,过 g 和 存在 唯一 的 最 大 渐 近 线 7》. 它 是 直线 
段 ( 因 而 是 测 地 线 ), 并 县 YN V = 名 (3 引 理 8.3). 在 YY 上 取 绝 长 作 
参数 后 ,不 难 发 现 ,Y 是 无 限 长 的 . 因为 否则 的 话 ,M 上 将 存在 不 能 
(以 弧 长 ) 无 限 延 长 的 测 地 线 ,这 与 M 的 完备 性 矛盾 (参考 第 四 章 
3 2 ,定理 2.3). 所 以 了 是 整 条 直线 49) ,并且 因为 了 门下 = 好 , 故 
lg) C 7L7 .现在 如 果 有 另 一 点 如 EVD,pkAL), 则 22) 门 21g) = 
必 ,因为 否则 过 它们 的 交点 (抛物 点 ) 将 存在 两 条 渐 近 线 , 这 是 不 
可 能 的 . 

刃 一 方面 ,各 YE 9U = 9V ,根据 引 理 8.4, 过 9g 点 存在 唯一 的 
位 于 9U 中 的 开 直 线段 ,和 上 面 的 论证 一 样 ,这 条 直线 段 可 以 无 限 
延长 ,使 整个 直线 Lo) C390, 并且 车 p€3U0,p 1(g), 则 71(g) 门 
lI(g) = YG. 

显然 ,由 于 U 是 开 的 , 故 着 gqg EU 而 p E39U, 则 lq) 7p) 
一 of. 

这 样 , 经 过 UU 30 = MNintV 的 每 点 ,存在 唯一 的 一 条 直线 ， 
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它 位 于 MNintV 中 . 这 样 的 两 条 直线 或 者 重合 ,或 者 不 相交 . 如 果 
我 们 能 证 明 这 些 直 线 相 互 平行 , 则 9U0(== 9V) 就 由 平行 线 组 成 ， 
并 且 inty 的 每 个 连通 分 支 是 一 个 平面 的 开 子 集 , 它 以 两 条 这 样 的 
平行 直线 为 边界 . 因而 ,过 每 点 上 E intV 存在 唯一 的 一 条 直线 /2) 
CintV ,并 且 L) 平行 于 一 个 公共 方向 . 由 此 可 抑 , 经 过 由 上 每 一 
扣 , 都 有 唯一 的 直线 ,它们 彼此 平行 , 即 M 是 柱 面 ,这 就 是 我 们 所 
要 证 明 的 . 

为 了 证 明 过 UU az 中 点 的 那些 直线 平行 ,我 们 可 通过 指数 
映射 来 进行 . 设 pPEU:oEUUo, 因 为 凡是 连通 的 , 故 存在 狐 段 
a : [0,1] 一 M, 使 得 a(0) = p,a(1) 一 <. 根据 M 的 完备 性 ,指数 
映射 exp, : TCM) 一 M 是 覆盖 映射 ,并 且 局 部 等 距 ( 参 考 第 四 
章 ). 令 a:[0,1] 一 T,(M) 是 a 的 提升 ,使 得 了 ,CM) 的 原点 在 
2(0). 对 满足 exppa(t) 二 a(t) EU UU 的 每 一 个 &(1), 设 7 是 以 
a(t) 为 起 点 的 LCalz)) 的 提升 , 因为 exps 是 局 部 等 距 , 故 了 在 
1,(M) 中 也 是 直线 . 

现在 我 们 只 要 证 有 明 : 当 alt) 关 a(ti), tyts € [0,1] 时 ,直线 
y 和 7 了, 平行 .事实 上 ,者 mr EY, 站 7 ，, 则 

expp (mm) E l(a(t)) (Lalt,)). 
根据 前 面 的 证 明 , 这 是 不 可 能 的 . 

现在 对 a(t) € intV 定义 直线 必 a()). 为 此 ,利用 指数 映射 , 设 
exppa(t) 二 a(t) € intV ,过 a(z) 在 T,(M) 中 引 平 行 公共 方向 的 直 
线 了 (如 上 面 所 述 ). 显然 ,exp,(7) C intV ,并 且 因 为 exp,(7) 是 测 
地 线 , 故 exp,(Y7) 是 M 上 的 整 条 直线 . 这 样 ,对 每 个 :€ [0,1], 就 
定义 了 直线 (a(t)). 

以 下 我 们 要 证 明 : 对 于 上 € [0,1], 7alt)) 是 平行 直线 . 事实 
上 , 闭 区 间 [L0,1j] 可 用 有 限 个 开 区 间 了 了,…,1, 来 覆盖 ,使 得 &(7,) 位 
于 a(t,) (ts E€ 12) 的 一 个 邻 域 W; 中 ,并 有 日 exp, 在 W; 上 的 限制 是 W， 
中 的 一 个 等 距 映 射 . 于 是 , 当 t1,t, € Ti 而 a(t) 了 关 alt,) 有 时 ,i(al(tl)) 
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平行 于 La()). 事实 上 ,因为 平行 于 》, ,exps 是 W; 中 的 等 中 映 
射 , 故 开 线 段 exp,(Y， 站 W,) 平行 于 exp [| W) ,这 表明 直线 
expp(y,) 一 La(t1)) 与 expp(Y,) = i(alt,)) 有 一 段 平 行 的 线段 ， 
因 而 它们 彼此 平行 .由 于 Lo, 1 可 分 解 为 有 限 个 区 间 [1、,… ,1,, 故 
以 此 类 推 . 可见 这 些 直 线 i(al(z)) 都 互相 平行 . 

特别 地 , 直线/(q) 平行 于 Lp). 如 果 r 是 UU 9 的 另 一 点 , 则 
同 理 可 证 4(r) 平行 于 多 Pp), 从 而 平行 于 4 多 9). 这 样 ,我 们 就 完全 证 
明了 过 UU 中 点 的 直线 都 相互 平行 . 定理 证 毕 ， 

注 这 个 定理 最 早 是 P. Hartman 和 L. Nirenberg( 见 
Amer.J. Math. ,1959,81;901 ~ 920) 作为 一 个 定理 的 推论 而 得 到 
的 . 后 来 ,W. S. Massey( 见 Tohoku Math. ]. ,1962,14;73 一 79) 和 
Jj.Jj.Stoker( 见 Comn, Pure Appl. Math. , 1961,14;627 一 635) 分 
齐 用 初等 方法 作出 了 直接 证 明 -. 这 里 的 叙述 主要 根据 文献 L3] § 5-8. 


习 是 


]. 详细 验证 公式 (8.4) 和 (8. 5). 
2. 在 旋转 环 面 上 是 否 存 在 由 抛物 点 组 成 的 渐 近 线 ? 如 果 有 ， 
它 是 怎样 的 曲线 ?( 这 说 明 引 理 8.2 中 末 件 大友 0 是 必要 的 . ) 


39 极 小 曲面 的 Bernstein 定理 


上 和 面 几 市 我 们 讨论 了 EE? 中常 Gauss 曲率 曲面 的 某 些 整体 性 
质 . 现在 来 考虑 平均 曲率 恒 为 零 的 曲面 , 即 极 小 曲面 . 如 所 知 ,Rs 
中 不 存在 紧 致 ( 闭 ) 的 极 小 曲面 ( 见 不 等 式 (5.9)). 对 于 完备 的 极 
小 曲面 ,有 下 列 著名 的 Bernstein 定理 . 
定理 (F. Bernstein,1915) ”三 维 欧 氏 空 间 中 完备 的 极 小 图 必 
是 平面 . 
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这 里 所 谓 图 (graph) ,就 是 指 非 参数 化 的 曲面 . 具体 地 说 , 设 0 
— Ek ,Es 是 EE 中 某 个 固定 的 直角 坐标 系 , 坐 标 晃 数 为 (x ,ww ,z)， 
则 由 方程 
z= fj(ul,u’) (9.1) 
定义 的 曲面 称 为 BE 中 的 图 ,用 向 量 来 表示 , 则 有 
=uE +E, fl ,au)E, = (uu ,fu,u)), (9.2) 
其 中 xz 表示 图 上 点 的 位 置 向 量 . 完备 的 图 是 指 (9.1) 中 函数 fla， 
u’) 在 整个 参数 (zw ,w’) 平面 R* 上 有 定义 . 


9.1 共 变 微分 和 Laplacian 人 


设 内 是 正中 的 曲面 ,z 表 示 M 上 点 的 位 置 回 量 . 在 中 局 部 
地 选取 委 正 标 架 场 {zyelyeryes) ,使 e 是 1 在 点 开 的 单位 法 问 量 . 
由 第 一 章 8 3 的 讨论 ,我们 有 


了 
dr = wes, w= 0, 


de, = wies 十 wie; a,P,Y < 2), (9. 3) 
de, = wie,, 
其 中 
WwW 一 Doc/ , bs 一 Og. (9. 4) 
曲面 的 第 一 与 第 二 基本 形式 ,Gauss 曲率 ,平均 曲率 分 别 为 
ds 二 1 二 (wo)? 十 (wr)?， (9.5) 
I = bopcec ， : (9. 6) 
K = bb,, — (Cb,,)’, (9. 7) 
H = (bn 十 bo (9. 8) 
由 此 容易 验证 


> bbm = 2Hbsg 一 天 8， 
. (9. 9) 


> (ba) = 4H? 一 2K. 
a,p 
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对 (9. 4) 两 边 外 微分 ,利用 结构 方程 ,可 得 


DS (db 一 bo 中 一 bp) A wh = 0. (9. 10) 

J 用 Cartan 引 理 ,可 见 
Db. 二 一 dp.s 一 一 Days ~ 一 Dyewe 一 peer ， | (9. ]1) 
Dogy 一 bayg. (9. 12) 


(9. 12) 就 是 曲面 的 Codazzi 方程 ,Dbos 称 为 bu 的 共 变 微分 . 
现 设 下 : 友 一 及 是 曲面 M 上 的 可 微 函 数 , 定 义 


dF = Fr. | (9. 13) 
对 上 式 两 边 外 微分 ,利用 结构 方程 ,有 
(dF, ~ Faw:) A w= 0. (9. 14) 
由 Cartan 引 理 
DF, dF, 一 下 pp = Fgewt, (9.15) 
Fo = Fy. 


DEF, 称 为 FF。 的 共 变 微分 . 
遇 数 关于 7M 的 度量 ds: 的 Laplacian 人 和信 定义 为 


AF = DF = Fy + Fo. (9. 16) 
例 1 设 MM 是 平面 , 取 ds’ = (du)’ 十 (dv)*, 则 可 最 

w= du, do 一 dr 

由 结构 方程 de 一 wh 人 8 可见 w? = 二 0. 因此 
FY, RR 
故 
oF oF 

好 一 ~ EE F, -一 

由 共 变 微分 的 定义 


DFE, 一 Fo: = dF, 一 Fw 
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FF ,FF 
Wi 克 W 


(UU ， 


~ dF, = 

、 FF _ oF ， 

可 网 Fi 一 二 5，, 同 理 Fz 一 3 所 以 ， 
F 9 |- 
je + jo)F 


A 人 F = F, + F,, = | 
这 就 是 通常 E* 上 的 Laplace 算 子 . 
例 2 设 yp(F) 是 复合 函数 , 则 
dp = 9 ' (FdF = 9’'(F)(F,w + Fw). 


因此 ， 
p=9 FR, = 9 (PF,. 
于 是 
Pia 一 dp — Jpos 

= dp’' FF.) — 9 '(F)F gw? 

= (9 "dF)F, + 9 '(dF, — Fgws) 

= (9 "FF 9 ' Fa) ws. 
所 以 : 


AP=N1 二 p= Pp CET 十 天 2) 十 2 AF 
一 0 人 十 9 "|grad 天 | (9. 17) 
这 里 grad 下 表示 图 数 下 的 梯度 . 
例 3 设 人 是 关于 度量 ds = (w'): 十 (ww?)? 的 Laplacian. 考 
虑 共 形 度量 ds: = Xds? = (ol0): 十 (wo2)2 ,其 中 是 曲面 上 的 正 可 微 


屏 


(Wy = Acw”, 


设 人 表示 关于 度量 ds? 的 Laplacian. 我 们 要 导出 算 子 从 与 人 之 
间 的 关系 . 
考虑 可 微 函数 下. 由 
dF = Fw 一 下 ar， 
。 35。 


设 
于 是 
do =dAAw+AioAo= ho Aw om Apw Aw 
一 一 二 信 十 了 pH 人 六 一 Tp— ho A 
doe: 二 dAAw+Aw Aw = ~(q 十 A ow A wi. 


w? 一 3(p 一 A, ) ol 十 


(9+ Ah) 


= 一 
由 此 可 算得 
Fw = dF, 一 Fow? 

1 ] l ] -~~ ] < 和 ~ 
= dF 一 x Fd4 — Fw hw 十 HA) 
= TdF,— Fw) 一 LF + hr) SF 
一 和 21 ) Eh 1 2 2 2 

ra; 
一 二 (Pi — Fh 十 Fh)! 十 (…)c2， 
即 
~ ] ~ 
Fi = Fn — FA + FA,). 
同 理 
~ ] 四 _ 
F,, = x (22 十 FA — Fd,). 
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信 二 可 人: (9. 18) 


9.2 关于 Gauss 曲率 的 计算 


设 曲 面 M 上 取 局 部 等 温 坐 标 网 ,从 而 
ds = (Cdu’ 十 dv’). 
命题 9.1 ”在 等 温 坐 标 网 下 曲面 的 Gauss 曲率 天 为 
K 一 一 NlogA, (9.19) 
其 中 入 是 关于 度量 ds? = 二 六 (dw 十 do ) 的 Laplacian. 
证 明 取 w = Adu,w 二 Adv, 则 | 


» 1 dog4 | 1 aog4 ， 
wi 一 TT ww 十 一 CO ， 
,ll aog4 1 AogA ， 
dw? = dA dA 
1 dog4 ， 1 go 
Ty 人 地 十 二 一 人 A 人 wi 
dg 1 dlog4 了 2 c 1 dogaA ] | 2 
加 2| A MN / A A 31 Xu 作风 
1 aog4 ] 本 A 
NA+ me 
liFlog4 | dlog4 ， 
Rl A 二 Br jo A 
又 由 第 一 章 3 的 (3. 31), 有 
dw 一 一 天 ol A ww. 
于 是 
] {ologAa ， FlogA 1/19 J 
A + 一 + ;| log2 


一 一 八 logA， 
其 中 人 是 关于 度量 ds 二 (du? 十 dv) 的 Laplacian. 证 毕 . 


9.3 极 小 图 的 Gauss 曲率 计算 
设 M 是 由 (9.1) 式 定义 的 图 ,从 (9.2) 式 ,MM 的 单位 法 向 量 为 


au X Te ~ 
[za Xz2| 


其 中 


nn 


_ fuE + fakE, — E,), (9. 20) 


WW 二 Vfu 二 fw 二 1 之 1. (9. 21) 
取 e; 二 nn, ei ?C2 为 曲面 上 的 两 互相 垂直 的 单位 切 向 量 场 ; ,0 为 
它们 的 对 偶 场 . 令 


ps = EE,* e, (1 三 a 忒 2)， F=E'e= (9. 22) 


则 
dp。 一 也; ” (de,) 一 已 3 ” (whep 十 CuxeE3 ) 
一 wpe 十 bao F, 
dF = E; * (de; ) 一 已; *。【〈《Cu3se。 ) 
-一 一 > beawsp. 一 -一 > bagw' po. 
a 及 
因此 


F,=— > bjp， (9. 23) 
月 
DF 一 dF F gw? 
一 一 d( 之 /boppp) + CO bppy) 
月 7 


一 = ~ 一 2 pedbos Dbesdpe 十 | > bps) Wo 
5 
一 一 Zpaldbre 一 加 加 — bord) — F Domb 
8 了 
=— (Dbompa t+ FD begba) 
7B 7 
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所 以 
AF = > 下。 一 一 > ,6pmpp 一 F Sb)’. 
硬 俯 为 极 小 曲面 , 即 2H 2%, 十 b2z 一 0, 则 由 (9 12) 可 见 
> ,pm 一 > beg = 0. 
又 由 (9.9) ,得 
(Oo 一 一 2K. 
内 此 
AF = 2KF. (9. 24) 
另 一 方面 ,由 (9. 23), (9.9) ,注意 到 五 = 0, 得 
lgradF |? = > (F.)? 一 Dbesber prpe 
; A 


一 一 玉 > (pa)’. 
又 因为 pi 一 下 3。el， Pp; 一 b, “Ee,»,F 一 E; "€39 €19€29€3 为 互相 垩 
直 的 单位 向 量 ,Ek, 的 长 度 为 1, 故 
好 十 在 十 天 一 1, 即 > (pp 一 1 一 天 2 
月 

所 以 

|grad 天 1 一 一 天 (] 一 天 2)， (9. 25) 
考虑 函数 YE) 一 log (1 十 下 ), 利 用 (9. 24)、(9.25), 从 (9.18) 可 得 


A 八 log (1 + F) = i 人 AF lgradF |: = K., 


| 
(1 十 FF)? 
即 
K 一 Alog| 1 十 喜 | (9. 26) 
这 就 是 E* 中 极 小 图 的 Guass 曲率 的 计算 公式 ， 
9.4 Bernstein 定理 的 证 明 
设 M 是 已 中 完备 的 极 小 图 .在 M 上 导 人 局 部 等 温 参 数 (x， 
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ds 二 (du’ 十 dc)， 
对 于 由 (9. 21) 确定 的 函数 W ,在 M 上 构造 共 形 度量 ds : 


2 2 
di? 一 1 于 ds? = fe 十 疡 |* Cdu? + dw?). (9. 27) 
因为 1 委 1 十 天 委 2, 故 
ds2 < ds: < 4d52. 


由 于 在 M 上 度量 ds: 和 4ds: 都 是 完备 的 ,因此 上 式 表 明度 量 ds: 也 
是 完备 的 . 利用 (9. 19) ,对 于 度量 ds?, 它 的 Gauss 曲率 


K 一 一 AlogA. 
用 KK 表示 对 于 度量 ds: 的 Gauss 曲率 , 则 利用 (9. 27) ,有 
R= Xlog| ] 十 刺 | 4 


—— 1 十 记 Alog| 


1 十 本 |4| 


-一 1 十 [Alog 1 十 市 | 十 Alog | 


= 一 1 + 南 | (KK) = 0. 
上 面 的 等 式 应 用 了 公式 (9. 19) 及 (9. 26). 这 样 ,ds 是 平坦 度量 , 即 
它 可 与 平面 欧 氏 度量 等 距 . 因此 ,存在 参数 (6,7) 使 
ds’: 一 (dé€)? + (dy)’, 

其 中 C$,7) 定义 在 整个 平面 R* 上 

万 一 方面 ,由 于 极 小 曲面 度量 ds: 的 Gauss 曲率 天 三 0, 因 此 ， 
利用 (9. 17) (9. 19)、(9. Oe 
学 
Ri 六 


* [| 大 和 未 


Alog 


-| 


] 十 记 | 


1 十 序 | | 


log 


。] 40，。 


=— 对 人 log 元 


] 、 一 
1 十 刺 | 是 上 调和 函数 . 同 


1 十 柬 |= XK <0. 


这 表明 在 整个 (6,7) 平面 上 ,函数 log 


] 
1 十 天 


Liouvill 定理 D,log| 1 十 页 | = const ,于 是 

0 一 MK 壕 0， 即 K=0. 

这 样 ds* 也 是 平坦 的 . 由 极 小 性 ,M 上 没有 扫 物 点 .所 以 是 平面 
(参考 § 8). 定理 证 毕 . 

注 ” 极 小 曲面 的 Bernstein 定理 有 好 几 种 证 法 ,这 里 的 证 法 
属于 陈省身 ( 见 LEns. Math. ,1969,15:53 ~ 61). 注意 到 作为 极 
小 图 的 极 小 曲面 总 是 稳定 的 ( 即 面积 泛 图 的 二 阶 变 分 非 负 ) ,因此 
作为 Bernstein 定理 的 一 种 推广 ,自然 要 问 :; 在 E* 中 完备 稳定 的 极 
小 曲面 是 否 必 是 平面 ?回答 是 肯定 的 . 这 已 被 Fisher-Colbrie 与 
R. Schoen 以 及 M.do Carmo 与 绢 家 贵 分 别 独 立地 给 耶 证 明 . 
Bernstein 定理 还 有 许多 别 的 推广 ,有 兴趣 的 读者 可 参考 下 列 文 
献 :R. Qsserman. A Survey of Minimal Surfaces. New York : 
Dover Pub, Inc. ,1986. 


时 , 显然 log |> 0, 于 是 它 是 有 下 界 的 上 调和 函数 . 根据 


习题 


1. 设 M 避 是 E 中 的 极 小 曲面 ,x 是 它 的 位 置 向 量 , 试 计算 人 >z， 
这 里 八 表 示 MM 上 诱导 度量 的 Laplacian. 

2. 证 明 E 中 不 存在 紧 致 的 闭 极 小 曲面 . 

3. 设 放 是 E 中 的 极 小 曲面 , 它 的 诱导 度量 为 ds" ,Gauss 曲率 
为 天 (< 0) ,证 明 : 共 形 度量 ds* 一 一 Kds? 的 Gauss 曲率 玉 一 1. 


(DD D. 吉 耳 巴 格 和 N.S. 塔 丁 格 . 二 阶 椭圆 型 偏 微分 方程 (中 译本 ). 上 海 科学 技术 
出 版 社 ,1981 ,Pp. 30, 习 题 2. 14 
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10 ”常平 均 曲 率 曲 面 


10. 1 面积 的 变 分 


设 M 是 中 的 紧 致 连通 曲面 ,具有 边界 有 曲线 9M(9M 可 能 是 
空 集 ). M 的 一 个 变 分 是 指 一 族 以 为 参数 的 连续 可 微 的 单 参数 曲 
面 族 {M,}), 一 e 过 1 过 ,使 得 Mo 二 MaM = 39M( 即 边界 曲线 保持 
不 变 ). 
设 M, 的 位 置 向 量 为 
r= Ir(u,u’,t), 

其 中 上 为 参数 .在 五 中 选取 局 部 么 正 标 架 e1(2) ,es(z) ,e3(i) ,使 得 
es3(t) 是 M, 的 单位 法 向 量 场 .于 是 ,对 于 固定 的 某 个 1,M, 的 运动 方 
程 是 


dz = we, (1 三 & 夺 2)， 
| (10. ] ) 


de; = we;， 册 十 尺 二 0 (1 委 ! 1 入 3). 
这 里 w 和 ww 一般 是 含有 参数 1 的 1 形式 . 
下 面 ,我 们 在 字母 上 面 加 点 “*” 表 示 关 于 :的 人 篇 导数 ,并 且 令 
r= Ciei， 
fr a! 十 a; 二 0， 10.2) 
其 中 a' 和 af 是 包含 上 的 函数 . 
将 (10. 1) 的 第 一 式 关 于 上 求 偏 导数 ,利用 (10. 2) 得 
dx = (w! 二 alw)e 十 (o2 十 atol)e, 十 (a3w! 十 aiw’)e,. 
: (10. 3) 
万 一 方面 ,对 (10. 2) 的 第 一 式 两 边 外 微分 ,得 
dx = (da’ + aiwi)e.. (10. 4) 
利用 求 导 的 可 交换 性 ,比较 (10.3) 和 (10. 4), 便 可 得 到 
* 1 42。 


w! + alw’? 一 dal 十 ataj + a’w}, 
wu2 十 &?ol 一 da2 十 alwi 十 a’w3， (10. 5) 


aamwl 十 aio2 一 de? 十 Cai 十 a wy. 


M, 的 面积 元 古 
dA,=w! 人 ww. 
利用 (10. 5) 的 前 两 式 , 多 得 
d4 一 olA 刀 十 al 人 地 
一 (dal 十 az 十 ai) 人 轨 十 ol A (de 十 aiol 十 ac3) 
一 d(aio2? 一 czol) 一 ao Aw—w hw) 


~ d(alw 一 azol) 一 20 5d4， (10. 6) 


其 中 二 二 (bn 十 bx) 是 曲面 的 平均 曲率 . 
对 (10. 6) 的 两 边 积 分 ,应 用 Stokes 定理 , 便 得 面积 的 第 一 变 


分 : 
A(0) = a | 一 a4] 


昌 
M, ft 


= [Caw 一 ae 一 下 CD -ad4， (10.7) 
dM 


因为 对 一 切 1,3M, = aM, 故 限制 在 边界 曲线 上 时 ,zjlxw = 二 0. 由 
(10. 2) 即 有 
a | am 一 a? | am 一 0， 


故 (10.7) 可 化 为 
4(0) = 一 ?| (op -sd4， (10. 8) 


其 中 五 是 MM 的 平均 曲率 . 因此 , 即 得 下 列 命 题 . 
命题 10. 1 对 任何 面积 变 分 ,M 的 面积 达到 逗留 值 的 充 要 条 
件 是 五 二 0, 即 MM 为 极 小 曲面 . 
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10.2 保 体 积 的 变 分 


设 M 是 也 中 紧 致 连通 财 曲 面 . 因 为 了 上 中 不 存在 紧 致 的 财 极 
小 曲面 , 故 对 于 10. 1 中 所 述 的 面积 变 分 ,MM 的 面积 不 可 能 达到 返 
留 值 (命题 10. 1). 现在 我 们 从 男 一 角度 来 考虑 这 个 问题 . 
如 所 知 , 平 面 上 的 等 周 问题 是 求 包围 固定 面积 的 最 短 闭 曲线 ， 
和 洛 案 是 圆周 . 在 E* 中 相 类 似 的 问题 是 求 具 有 固定 体积 而 其 表面 积 
为 最 小 的 闭 曲 面 ,这 就 是 空间 的 等 周 问 题 ,我 们 将 证 明 , 紧 致 闭 曲 
面具 有 常平 均 曲 率 的 充 要 条 件 是 , 它 的 面积 对 于 保持 体积 的 变 分 
达到 去 留 值 . 
设 V 是 M 所 包围 的 空间 的 体积 , 它 可 以 由 下 式 计 算 
7 一 一 于 | ce .ad4， (10. 9) 


M 


其 中 工 是 M 的 位 置 向 量 ,n 是 M 的 单位 内 法 向 量 . 
公式 (10.9) 可 以 从 图 下 -15 导出 ,一 (xn) 是 具有 底面 积 dA 
的 锥 体 的 高 ; 故 一 (x，n)d4 是 锥 体 体积 的 三 信 , 因而 3V = 


| (zwda. 对 于 一 个 非 西域 ,图 中 的 右 图 指出 了 可 通过 计算 
锥 体 体积 之 差 的 办 法 来 解决 . 


图 下-15 
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现 设 {M,), 一 e 二 1 二 e, 是 MM 的 单 参数 变 分 的 闭 曲 面 族 , 使 得 
M, 二 M. 如 同 10.1 一 样 ,选取 局 部 义 止 标 架 场 ,从 而 得 (10.1) 一 
(10. 6) 诸 式 . 根据 公式 (10. 9) ,曲面 M, 所 包围 的 空间 体积 V, 是 


7 = 二 | cz .edA.. ~ (10. 10) 
令 . 
Pi: 二 Te, (10.11) 
对 (10. 10) 两 边关 于 上 求 偏 导数 ,利用 (10. 2) 和 (10. 11) ,可 得 
7 =— 村 | Ge tr 6)dh,— 3|pdd, 
4 M, 
_ l 3 . ! ] 2 ] 4 
i 3 Ut dA, | 3 (pia3 十 pzas)d A, 3 pdA,. 
M, M, M, 
(10. 12) 
另 一 方面 ,由 (10.1)、(10.2) 和 (10. 3), 直接 计 算 有 
d(xr,rdr) = (dr,r,dr) + (x,dr,dr) 
= ps Mw paw Mw pradw’ Mw 
十 paw Aw 2aw A ow 
=— psdA,— (plal + pia)dA, + 2a:dA,, 
印 3 (pia! 十 pa3)dA, pidA 
一 dvdz) 一 和 asd4， (10. 13) 
将 (10.13) 代 和 人 (10.12) ,应 用 Stokes 定理 ,得 
V, 一 一 | aa4. 
M, 
若 令 
J 一 (a ),_o (10.14) 


表示 变 分 的 法 向 分 量 , 则 得 体积 V 的 变 分 公式 : 
145。 


Y(0) 王 太一 一 |fa4. (10. 15) 


车 V, 二 Vo 二 V, 则 称 {M.) 是 MM 的 一 个 保 体积 的 变 分 . 对 于 保 
体积 的 变 分 ,显然 (0) = 0. 

定理 10.2 设 M 是 启 中 紧 致 达 通 闭 曲 面 , 则 MM 具有 常平 均 
曲率 互 的 充 要 条 件 是 MM 的 面积 4A 关于 保 体积 的 变 分 达到 召 留 值 . 

证 明 利用 (10. 14)、(10. 8) 化 为 


A(0) 一 一 ?| Ad4 (10. 16) 


定理 的 必要 性 是 简单 的 ,因为 硅 太 = const. ,而 且 变 分 是 保 
体积 的 , 则 


V (0) = 一 |7a4 一 0， 
Mf 


从 而 
4(0) 一 一 2 |fHdA 一 一 2 五 | 7d4 一 0. 


下 证 充分 性 . 设 对 M 的 任何 保 体积 的 变 分 ,4(0) = 0, 我 们 要 
证 明 五 一 const. . 
设 /是 M 上 使 | /44 一 0 的 任意 函数 我 们 首先 要 证 明 ,f 确 是 


M 


某 个 保 体积 的 变 分 的 法 向 分 量 . 事实 上 ,考虑 单 参数 1 的 曲面 族 
Tt, = Xtfe,, 

用 V, 表示 T， 的 体积 ,0 的 体积 Vo 一 的 体积 VV, 变 分 {xz,) 的 法 癌 

分 量 显 然 是 


("eo))| = /fee=/, 
再 根据 (10.15) 和 对 f 的 假设 


V0)= | =— |/d44=0 
z 人 NM 


1146。 


但 这 并 不 能 保证 变 分 {元 ) 保持 体积 . 为 此 ,我 们 取 变 分 曲面 族 
VV 
:一 到,， (10. 17) 


f 


则 按 (10. 9) ,z, 的 体积 V, 二 V , 即 保持 体积 
另 一 方面, 由 于 窒 | = 0, 故 


* V ~ 三 
(Ti) -0 -一 六 ts 一 ( 全 7 ) -0. 


上 式 两 边 取 与 es 的 数 积 ,得 


(Xx, ， €3)1-0 = (7 * 63),-0 一 了 


即 f 不 仅 是 ( 完 ),-。 的 法 向 分 量 , 也 是 (x,),-。 的 法 向 分 量 . 因此 ,7 
是 保 体积 变 分 (10. 17) 的 法 向 分 量 . 
由 充分 性 假设 ,M 的 面积 4 达到 逗留 值 , 故 


A(0) 一 一 ?| /Hd4 一 0. 


M 


又 看 C 是 任意 常数 , 则 
|fcaa — 0. 


因此 ,对 任意 使 | fd4 一 0 的 函数 和 任意 常数 C， 


M 


| 7 一 C)d4 = 0. (10. 18) 
令 


了 
六 一 可 Pa4， 
则 | _ hd4 = 0; 因 而 可 在 (10. 18) 中 取 f 二 日 一 h,C 二 hh， 
Mi 
便 得 


| 12d4 一 0 
M 
于 是 ,如 = h 二 const. 证 毕 . 
10.3 Hopf 定理 


如 所 知 ,球面 S* 是 E? 中 平均 曲率 为 常数 的 紧 致 闭 曲 面 ,因而 
由 定理 10. 2, 它 的 面积 关于 保 体积 的 变 分 达到 如 留 值 . 可 以 证 明 ， 
球面 是 BE? 中 具有 固定 体积 而 表面 积 为 最 小 的 闭 曲面 , 即 它 是 空间 
等 周 问题 的 解 . 由 定理 10. 2 产生 的 一 个 自然 问题 是 面积 关于 保 体 
积 的 变 分 达到 逗留 值 的 曲面 是 和 否 必 为 球面 ? 即 平均 曲率 为 常数 的 
紧 致 团 曲 面 是 否 必 为 球面 ?这 就 是 著名 的 Hopf 猜想 ,是 H. Hopf 
在 50 年 代 提 出 的 . 经 过 数学 家 们 30 多 年 的 努力 ,终于 发 现 Hopf 猜 
想 是 不 成 立 的 . 但 是 ,车 对 曲面 加 上 一 个 拓扑 条 件 , 则 上 述 问题 的 
回答 是 肯定 的 . 这 便 是 下 列 

定理 10.3(H. Hopf) ”平均 曲率 为 常数 的 拓扑 球面 ( 即 亏 格 
为 零 的 紧 致 闭 曲 面 ) 必 是 标准 球面 . 

证 明 设 必 是 声 中 平均 曲率 石 为 常数 的 拓扑 球面 ,在 M 上 
选取 局 部 等 温 坐 标 系 (u,v), 使 M 的 第 一 基本 形式 化 为 


1 = XR(da: + dv:), (10. 19) 
其 中 (二 0) 是 实 邢 数 . 引入 局 部 复 坐 标 
z 一 2 十 vV 一 1v， 
(10. 19) 就 化 为 
[| = (wl) 二 (w):= 99, (10. 20) 
其 中 wi = Xdu,w’ 一 Adv, 月 
P= Mz=w +t v1 w, (10. 21) 


这 里 pg 是 复 微分 形式 ,gp 是 它 的 复 共 思 . 
对 (10. 21) 两 边 外 微分 ,利用 结构 方程 , 易 得 
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dp 一 一 V 一 1pA 中 . (10. 22) 
现 设 M 的 第 二 基本 形式 是 
I 一 bi(ol)2 二 26010 二 + bo Cw )’, 
它 的 平均 曲率 
H = 56 + ba) 


若 令 
4a 一 六 (On 一 ba) 一 Vb V=a gH, (0.23) 
则 
1 — HI = Re(¥), (10. 24) 
即 它 是 复 二 次 微分 形式 的 实 部 . 我 们 要 证 明 畴 二 0, 从 而 = 
妃 II , 即 M 是 全 脐 点 的 . 为 此 ,我 们 只 要 证 明 有 下 是 于 上 的 全 纯 复 二 
次 微分 形式 ,然后 应 用 下 面 的 事实 : 

引 理 10.4 在 拓扑 球面 上 不 存在 非 零 的 正 次 数 复 全 纯 微 分 
形式 ， 

上 述 引 理 可 根据 Riemann 曲面 理论 中 的 Riemann-Roch 定理 
直接 推 得 . 这 些 内 容 超 出 了 本 书 的 范围 ,这 里 从 略 . 有 兴趣 的 读者 
可 参考 如 以 区 、 张 学 莲 编 车 的 《 歼 曼 曲面 》), 第 7 章 8 5( 科 学 出 版 
社 ,1991). 

现在 我 们 来 证 明天 是 全 纯 微 分 形式 . 根据 本 章 8 9 的 (9.11) 
和 (9.12), 由 于 五 为 常数 , 便 有 

0 十 po 一 0 (a= 1,2). (10. 25 ) 
而 且 容 易 验 证 
dp 一 一 20 十 pl 十 bi ， 
dp = 2010y 一 Do — br, 
dp = O11 一 Do)o) 十 Biol — bw:. 
由 此 及 (10. 23) ,得 
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da 一 一 一 2acu; 十 (p11 一 V 一 1 bu) 
注意 到 (10. 21)9 = 二 4dz, 故 上 式 了 驶 是 


da 二 VY 一 1 2aw 二 0 mod(dz). (10. 26) 
另 一 方面 ,把 p= 二 hdz 代入 (10. 22), 注 意 到 4 是 实 的 , 便 有 
dh 一 v 一 1)i 才 三 0 mod(dz). (10. 27 ) 
由 (10. 26) 和 (10. 27) ,可 得 
d(ai2) 三 0 mod(dz), (10. 28 ) 
即 w 社 是 = 的 全 纯 著 数 . 因此 ,二 次 微分 形式 于 =ag 一 (aa )dz 是 


全 纯 微 分 形式 . 

由 于 M 是 拓扑 球面 ,根据 引 理 10.4, 有 下 = 0. 再 由 (10. 24) ,可 
见 M 是 全 脐 点 的 ,从 而 M 必 为 普通 的 标准 球面 . 证 毕 . 

注 上述 的 证 明 方 法 属于 陈 省 导 ( 见 Lect. Notes in Math. ， 
Springer，1007: 104 一 108). 其 推广 可 参考 [7j. 在 定理 10. 3 中 ， 
亏 格 为 零 的 假设 是 不 能 少 的 . 1985 年 ,H.C. Wente 构造 出 了 EE 中 
平均 曲率 为 常数 的 拓扑 环 面 ( 亏 格 为 1), 从 而 对 Hopf 猜想 举 出 一 
个 反例 (参考 Pacific J. Math. ,1986,121:193 ~ 242). 现在 人 们 已 
能 构造 出 共有 任意 亏 格 的 稼 平均 曲率 的 紧 致 团 曲 面 (参考 
J. Diff. Geom. ，1991，33:683 ~ 715). 

定理 10. 3 的 一 个 直接 推论 是 

推论 10.5 EE? 中 具有 非 负 Gauss 曲率 和 常平 均 曲 率 的 紧 臻 
闭 曲面 必 是 标准 球面 . 

由 (10. 28) 可 见 , 当 五 为 常数 时 ,a 是 全 纯 也 数 . 因此 ,在 非 脐 
点 的 区 域 (a 了 关 0) 中 ,我 们 可 通过 坐标 的 全 纯 变 换 , 使 得 a 三 1; 显 
然 , 这 时 坐标 曲线 是 曲率 线 (: = 0). 于 是 ,有 


1 
x 


uu 


] 
《On 一 bss). 


由 此 ， 
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4 
2 十 bz, A2 十 2b1102,. 


注意 到 Gauss 曲率 天 二 5b1162 ,我 们 有 


] 1] 1 4 1 
H’ = 4 Co 十 b22)” 一 z| 2 十 4bubas| 一 4 十 天 ， 


] 
K=H -x 


(10. 29) 


用 人 和 人 分 别 表 示 关 于 度量 dy 和 平坦 度量 dw? 十 dv 的 


Lapjacian, 则 ( 见 本 章 第 9 节 ) 有 
] 一 一 


天 一 一 人 jogA = 三 一 Alog4 : 
不 妨 取 11 一 志 , 则 (10. 29) 成 为 
i i 了 
2R 人 8 二 二 一 允 : 


令 二 2e’, 我 们 得 
1 


信人 1 -28 
4 人 8 个 (] C ) ， 


即 
一 人 gj 一 ef 一 ee 一 2Ssinhy， 


人 十 2sinhd = 0. 


(10. 30 ) 


这 样 , 构 造 常 平均 曲率 曲面 的 问题 可 归结 为 求解 微分 方程 
(10. 30). 解 这 种 微分 方程 的 一 个 方法 是 应 用 孤立 子 理论 . 读者 可 
参考 : 谷 超 豪 . 胡 和 生 、 周 子 翔 编写 的 《孤立 子 理论 中 的 达 布 变换 及 


其 几何 应 用 》 上 海 科 学 技术 出 版 社 ,1999 年 版 . 


习 题 


1. 详细 验证 (10. 13). 
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2， 验证 (10. 24) 和 (10. 28). 

3. 详细 证 明 推 论 10. 5. 

4. 将 一 椭圆 在 其 平面 内 的 定 直 线 上 无 滑动 地 滚动 , 试 证 . 
(I) 椭 圆 焦点 的 曲率 半径 p 和 其 被 椭 圈 与 定 直 线 夹 着 的 


长 度 9 外 满足 关系 式 二 十 于 一 const. ; 


(CI ) 将 此 轨迹 曲线 绕 定 直线 回转 而 生成 的 旋转 曲面 必 有 
和 常平 均 曲 率 . 


" lo2。 
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第 四 章 曲面 的 内 蕴 几 何 学 


本 章 讨论 仅 与 曲面 的 第 一 基本 形式 有 关 的 几何 性 质 , 即 曲面 
的 内 蕴 几 何 学 . 在 这 种 情况 下 ,曲面 完全 可 以 脱离 开外 围 欧 氏 空间 
而 只 要 保留 其 上 的 诱导 度量 ,这 就 是 抽象 曲面 的 概念 . 由 正定 的 二 
次 微分 形式 所 定义 的 度量 称 为 Riemann 度量 . 抽象 曲面 就 是 赋予 
Riemann 度量 的 二 维 拓扑 流 形 . 所 谓 拓扑 流 形 是 指 局 部 欧 氏 化 的 
满足 第 二 可 数 性 公理 的 Hausdorff 空间 . 这 样 ,本 章 的 内 容 可 适用 
于 任何 抽象 曲面 , 即 二 维 Riemann 流 形 忠 . 为 直观 起 见 ,我 们 的 讨 
论 常 从 了 zs 中 的 曲面 开始 ,然后 归纳 到 抽象 曲面 上 去 .事实 上 ,Es 中 
的 曲面 为 抽象 曲面 提供 了 最 好 的 实例 和 背景 . 


3 1 曲面 上 的 向 量 场 


1.1 曲面 上 的 向 量 场 
曲面 MM: z 二 z(u,v) 上 的 向 量 场 是 指 在 M 的 每 点 E M 给 
定 一 个 切 向 量 W (zx)， 即 它 位 于 M 在 zx 点 的 切 平 面 之 中 . 一 般 地 ， 


它 可 表示 为 
W(x) = a(r)r, 十 DZ)zo 一 QtD)T + bu vr,, 


其 中 zx, 三 j= 放 
向 量 场 W(z) 的 积分 曲线 ( 轨 线 ) 定义 为 微分 方程 组 
Eauw), P= bu) (1.1) 
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的 解 z 二 w(t),v 二 v(2). 由 微分 方程 理论 知道 ,对 于 衣 中 一 点 (wo， 
v0) , 必 和 存在 一 条 积分 曲线 
z u 一 PUoyvo0t), v= yuo v0,t), (1. 2) 
使 得 在 t= 二 0 时 ,w= 二 ws,v 二 v6, 即 
Uosv00) = Uo, Yuosv0s0) = vo, 
并 且 处 处 以 W(x) 为 解 曲 线 的 切 问 量 . 


例 1 FE? 中环 面 Z* 可 表示 为 
a 十 becos 万 a 十 bcos 万 


(Os 2n0, 0 < 2x). 
这 里 * 是 每 一 条 经 线 上 的 弧 长 参数 . 那么 ,T* 上 的 向 量 场 


COS uu，, 


b 


. . 5§ 
sin UP sin | 


, 5§ . .5§ 5 
W (r,s) = |— cos uw sin 万， 一 Stn uw SIn CO | 


是 可 微 的 单位 向 量 场 . 不 难 验 证 ,其 轨 线 就 是 了 * 上 的 经 线 ( 留 作 习 
题 ). 

例 2 把 球面 5， 去掉 两 极 和 NN 和 5S, 每 条 从 NN 到 5 的 经 线 的 切 
向 量 的 全 体 构成 定义 在 SN、CN US 上 的 向 量 场 V(x). 我 们 
可 以 用 同一 参数 1, 一 1< 上 < 于 1, 将 
每 一 条 从 六 到 。 的 经 线 加 以 参数 
化 ,并 在 同一 纬 线 上 的 点 取 相 同 的 上 值 ， 
然后 定义 

W(x) = (1 ~— V(x), 

妆 x ES \((N};U (9)); 

WN) = W(S) = 0, 

如 图 N-1 所 示 , 问 量 场 W 是 S$S* 上 
的 向 量 场 , 它 在 两 极 N 和 处 成 为 
零 癌 量 ， 
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1.2 曲面 上 向 量 场 的 平行 移动 


设 也 3 中 曲面 M 的 位 置 向 量 x == z(z,)， 双 参数 么 正 活 动 
标 架 为 {xX;e1,es,e3} ,其 中 6; 是 MM 的 单位 法 回 量 场 . 考虑 MM 上 的 一 
个 可 微 向 量 场 VC(wi ,zi), 它 的 微分 dV 在 MM 的 切 平面 上 的 投影 称 
为 了 的 绝对 微分 ,用 DV 表示 之 .DY 也 是 M 上 的 向 量 场 . 
设 7 = ve, a, PB,Y 二 1,2; 71,j,k 二 1,2,3) ,我 们 来 计算 DY 
因为 


des = we;i, 
所 以 
dV = (dv’)e, 十 ede。 
= (dv’)e, 十 vwhes 十 vwie;. 
因而 
DV = (dv’ + viws)es = (Dv')e,, (1. 3) 
其 中 
Dv’ = dv 十 vws. (1. 4) 
命题 1.1 设 V,W 是 曲面 上 的 可 微 向 量 场 ,了 是 曲面 上 可 微 
软 数 , 则 有 


(CTDOV + W) = DV + DW, 
(DOV) = (dfV 十 ADTV; 
(ODOV »s W) = CDV) .WW + VV.， CDW). 
证 明 (I ，) 和 (1) 是 容易 验证 的 . 考 虚 ( 和), 由 (1. 4) 
(DV) » W + V. (DW) = (Dv'e,) (whies) + (ve,) (Dwses) 
= > (dv 十 we ) ve” 十 > jv dw 十 wow ) 


一 > (wdv 十 dro*) 十 >, (vvw” 十 vw) ws. 
a ay 月 


因为 只 十 of = 0, 故 上 式 最 后 第 二 个 和 式 为 零 , 因 此 得 
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(DV) .WW+V.: (DW) = dw) 一 dG7 W). 
证 毕 . 
由 DV 的 定义 (1. 3), 可 见 绝对 微分 是 曲面 的 内 列 属 性 ,D 也 
称 为 共 变 微分 ,或 Levi-Civita 联络 . 
设 曲面 M 上 一 条 曲线 C : u’ = ‘(5) (a=1, 2 ) ， 其 中 s 是 一 般 参 数 
若 曲 面 MM 上 沿 曲 线 C 的 向 量 场 V (uCs)) ==V(s) 满足 DY/ds = 0, 即 


J 二 v= 0， (1.5) 
.9 


则 称 VCs) 党 曲线 C 是 平行 的 . 由 微分 方程 理论 知道 ,大 在 C 的 一 
点 us 二 (5s6) 处 给 出 曲面 一 个 切 向 量 V。 一 ie., 则 方程 组 (1.5) 对 
于 初始 条 件 : 一时 立 三 四 存在 上 唯一 解放 三 六 G). 沿 曲线 CC 的 
问 量 场 V 二 vw(s)es 平 行 于 给 定 的 问 量 Vo, 称 为 同 量 V, 沿 曲线 CC 的 
平行 移动 

”由 绝对 微分 的 性 质 ( 命 题 1. 1) 容易 证 明 下 面 的 命题 . 

命题 1.2 问 量 沿 曲面 上 一 条 曲线 平行 移动 时 ,保持 向 量 的 
长 度 不 变 , 也 保持 两 向 量 的 夹 角 不 变 . 

与 欧 氏 空间 中 间 量 平行 移动 不 同 的 是 曲面 上 平行 移动 依赖 于 
路 径 ( 曲 线 ). 现 设 曲线 C 是 曲面 MM 上 的 简单 光滑 团 曲 线 , 把 向 量 
7 论 财 曲线 C 平行 移动 一 周 后 所 得 平行 向 量 场 V(s) 在 终点 (也 是 
起 点 ) 的 向 量 V 一 般 与 V 是 不 重合 的 . 我 们 来 计算 两 者 相差 多 
少 ? 不 失 一 般 性 ,可 设 V 是 单位 向 量 场 , 且 在 曲面 上 选取 么 正 活动 
标 架 {zielyezyes}) ,使 es 是 曲面 的 法 向 量 场 . 

设 在 弧 长 * 处 ,el 与 V 的 正 向 夹 角 为 a(s), 故 有 ( 见 图 N- 2) 

V(s) = cos a(s)els) 十 sin a(s)e2(s). 


由 站 的 平行 性 知道 二 0, 利用 绝对 微分 性 质 , 我 们 有 
DV 


0 = -= (一 Sin 4w el 十 cos a 0) 竺 十 (eos a 3 + sin a 3), 
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ei(s) 


0 
N-2 
上 式 与 (一 sin Qa el 十 cos C e,) 作 内 积 , 利 用 Cl196E2 的 正 交 性 得 
Se 一 一 (一 Sin ae 十 cos a es) » (CoOs a + sin a 了 2)， 


由 于 e。 ”ft8 一 0.p ,由 绝对 微分 性 质 , 昂 知 Co" Desp 十 eg" De, = O(a, 
Pp == 1,2), 因 此 上 式 最 后 可 化 为 


da__ ,De_ 多 
ds ds ds’ 
即 
da(s) 一 一 ow(s). (1.6) 


将 上 式 沿 曲 线 C 积 分 一 周 ,就 得 到 角 差 Aa = w 一 ao( 即 全 与 了 之 
夹 角 ) 为 


aa 一 fda 一 一 bo 一 一 [a 一 | kaa， (1.7) 
其 中 应 用 了 Stokes 公式 , 儿 是 曲面 上 闭 曲线 C 围 成 的 区 域 ( 见 图 
N -2 ). 

1.3 向 最 场 的 奇 点 


曲面 上 向 量 场 的 奇 点 是 使 这 个 向 量 场 中 的 向 量 成 为 零 向 量 的 
点 . 例如 ,本 节 1.1 例 2 中 定义 的 球面 Ss+* 上 的 向 量 场 WW, 极 N 和 SS 
是 它 的 两 个 奇 点 . 
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设 zu E MM 为 向 量 场 W(zx) 的 奇 点 ,车 存在 zx。 的 一 个 邻 域 ,使 
在 其 中 除 x。 外 再 也 没有 W(z) 的 奇 点 , 则 称 ro 为 多 的 孤立 奇 点 
我 们 只 考虑 定 风 曲面 上 癌 量 场 的 孤立 奇 点 ， 

在 紧 致 ( 定 问 ) 曲面 上 ,大 一 个 问 量 场 只 有 孤立 奇 点 , 则 和 奇 点 
的 个 数 是 有 限 的 . 事实 上 ,如 果 是 无 限 的 话 , 由 于 紧 致 性 ,它们 必 有 
极限 点 ,极限 点 也 是 奇 点 ,因而 与 奇 点 的 孤立 性 矛盾 . 

现在 让 我 们 来 描述 定 癌 曲面 M 上 向 量 场 的 孤立 奇 点 的 指标 . 
设 To€ MM 是 MM 上 向 量 场 W 的 孤立 奇 点 ,在 zo 点 的 一 坐标 (u,v) 
区 域 U 内 选取 康正 活动 标 架 {ei ,es,e;) ,使 el 一 xz,/ Xz,|, es 二 7 为 
曲面 正 侧 单位 法 向 量 场 , ez 二 es X ei. 于是, 向量 场 W (u,v) 可 表示 为 

W (uv) = plu,v)e dt qlu,v)e,. (1. 8) 
与 它 相应 的 单位 向 量 多 为 
WW = -7 FP 十 ges)， 

在 zo 点 的 充分 小 邻 域内 作 一 简单 闭 曲 线 C : [0, 站 ~> MM ,使 它 
在 U 中 围 成 包含 zx。 的 单 连通 区 域 儿 CU, 并 且 在 曲线 内 部 除 z, 点 
外 无 问 量 场 奇 点 ,在 曲线 上 也 无 向 量 场 奇 点 . 又 曲线 C 的 参数 1 的 
增加 方 呵 和 曲面 定向 相 容 , 即 符合 右手 法 则 . 

沿 曲 线 C ;w= 二 w(t),v 二 v(t),t € [0,7j, 设 向 量 依 与 @， 的 交 
角 为 9 .由 于 纪 是 单 连通 的 , 它 的 边界 是 简单 闭 曲 线 C , 故 可 通过 
连续 映射 使 乡 变换 成 平面 上 的 一 个 单 连通 区 域 ,C 变换 成 平面 简 
单 闭 曲 线 ,W 变换 成 平面 区 域 上 的 向 量 场 . 因此, 类似 于 第 二 章 中 
讨论 平面 曲线 切线 旋转 指标 定理 那样 ,我 们 可 选取 ?为 上 的 可 微 函 
数 …. 沿 曲 线 C ,函数 户 和 9 表示 为 p(t) 和 g(t). 由 于 


tg9 一 全 (p 关 0), 或 ctgp= 二 全 (二 0)， 


gq 
两 者 必 有 一 成 立 , 故 得 
dp _ pq ~ gp” C1.9) 
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绕 C 一 周 时 ,W 回 到 原 处 ,p 的 变化 


dp pq 一 0D 
1) — oO pe dp 一 pa ~— gp 
只 一 0) = pi 二 og 


为 2r 的 整数 和 倍 7 ,我 们 称 之 为 向 量 声 W 在 扳 立 奇 局 过 0 的 指标 , 即 


-4 _ 1 py — gp 
7 = 元 [CO) 一 C0)] zx dt .10) 


命题 1. 3 孤立 奇 点 的 指标 与 简单 闭 回路 C 的 选取 无 关 
证 明 因为 
_dp 


? dr A TY. 1.11) 
'_ dg yg du 1 
ld Ya a F， 
故 由 (1.10) 得 
r=1 plgudu + qdv) — gq(pudu 十 pdv) 
2 p’ +o’ 
1 Pa 一 92， Pq, 一 gp, 
2 了 po -da 4 十 二 十 dz | . (1. 12) 


因为 在 奇 点 zx。 处 ， p: 十 9 二 0, 因此 为 了 应 用 Stokes 公式 ,我 们 在 
久 内 以 zo 为 中 心 作 一 充 
分 小 半径 人 的 测 地 圆 C，， 
它 围 成 的 圆 域 记 为 B;, 如 
图 NN-3 所 示 . 由 于 在 多 上 
除 zo 所 外 , 庆 十 9 处 处 不 
为 零 , 从 而 可 把 Stokes 公 
式 应 用 于 区 域 DB。 上 .由 
(1. 12) 便 得 
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1 | 图 一 ep | 一 bs gp, 


,du A dv 


27 pp: 二 og: 万” 十 
2 OA 

1 {lpg. — gp. pq, 一 gp 
+ 去 和 | 多 于 从 a + Pri+g 


1 直人 t+ 从 下 洛 时 | (1. 13) 


2 ， pig pig 
由 于 5 的 任意 性 ， 我 们 可 令 8 ~ 0 最 后 可 得 
pa 一 gps Pad. 一 gp 
1 = 去 lim 和 寺 du + PT afd]. 1.14) 


了 困 见 7 与 回路 C 的 选取 无 关 . 证 毕 . 

在 上 面 的 讨论 中 ,我 们 确定 角 9q 时 用 到 了 坐标 4 曲线 的 切 向 量 
el 因此 还 内 须 说 明 加 量 场 孜 立 奇 点 的 指标 了 与 坐标 网 选取 无 关 . 
对 此 ,我 们 有 下 列 命 题 . 

命题 1.4 曲面 上 向 量 场 克 的 孤立 奇 点 的 指标 17 与 曲面 上 参 
数 网 的 选取 无 关 . 

证 明 对 于 公式 (1.10), 取 沿 曲 线 C 的 平行 向 量 场 V( 参 考 
9 1. 2). 设 V 与 ej 二 Zz/|z| 的 交角 为 .类似 于 W 与 ei 的 交角 9， 
也 可 取 为 沿 曲 线 C 的 可 微 消 数 .由 曲面 上 平行 移动 理论 ,平行 向 
量 场 V 绕 C 一 周 后 的 角 差 ( 见 (1.7)) 


A = aa 
其 中 天 是 曲面 的 Gauss 曲率 . 由 (1.10),p 的 角 差 Acp 为 
Ac92 = 277 . 
因此 
Ap— 1) = 2rl— ||gaa. (1. 15) 


# 


因为 9 一 乡 是 向 量 场 W 与 平行 向 量 场 V 之 间 的 交角 ( 见 图 N-4)， 
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是 与 e 无 天 的 .所 以 从 (1.15) 可 见 , 奇 后 
的 指标 之 也 与 e 无 关 , 即 与 曲面 参数 网 
(u,v) 的 选取 无 关 . 证 毕 . 

对 于 曲面 上 不 同 的 向 量 场 , 它 们 的 奇 
成 可 能 不 相同 ,即使 奇 点 相同 ,它们 的 指 
标 也 可 能 不 同 . 但 是 ,对 于 紧 致 定向 闭 曲 
面 ,存在 下 列 Poincare 的 向 量 场 指标 定 图 W_4 
理 , 它 说 明了 回 量 场 奇 点 的 指标 之 和 是 一 四 
个 拓扑 不 变量 ,与 向 量 场 的 选取 无 关 . 

定理 1.5(Poincare) 设 和 MM 是 紧 致 定向 的 闭 曲 面 ,W 是 MM 上 
只 有 孤立 奇 点 的 向 量 场 , 则 W 在 所 有 奇 点 处 的 指标 之 和 等 于 MM 的 
Euler-Poincare 示 性 数 XCM), 即 


21; = XM). (1. 16) 


证 有 明 因为 W 的 孤立 奇 点 是 有 限 的 , 故 (1.16) 中 左边 和 式 

把 曲面 M 有 限 三 角 剖 分 得 充分 细 , 使 每 个 曲面 三 角形 都 位 于 
一 个 坐标 邻 域 中 , 且 使 得 每 个 曲面 三 角形 至 多 只 包含 一 个 孤立 奇 
所 作为 它 的 内 点 . 于 是 ,对 每 个 三 角形 , (1. 15) 成 立 ， 如 来 不 包含 
奇 点 , 则 这 时 了 一 0( 可 从 (1.13) 直接 推出 ). 把 这 些 式 子 相 加 ,再 考 
虑 到 每 个 曲面 三 角形 的 边界 都 正 、 反方 向 各 和 肥 过 一 次 ， 角 大 相互 抵 
消 . 于 是 得 


0 = 2r > 天 一 | KdA. 
' M 


和 由 应 用 Gauss-Bonnet 公式 ,最 后 便 得 (1. 16). 证 毕 
由 这 个 定理 立即 得 到 下 列 推 论 ， 
”推论 1.6 在 不 同 胚 于 环 面 7 “和 是 门 闭 自 面 上 ,任何 向 
量 场 必 有 奇 点 . 
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特别 是 球面 上 的 向 量 场 , 如 果 它 们 都 是 孤立 奇 点 , 则 其 指标 之 
和 等 于 2, 因 此 ,至 少 有 一 个 奇 点 . 这 个 事实 有 一 个 形象 的 比 了 喻 : 当 
我 们 把 地 球 表 面 各 地 的 风速 看 成 一 个 向 量 场 时 ,这 个 向 量 场 必 有 
奇 护 , 即 地 球 表面 至 少 存 在 一 个 地 方 , 该 处 的 风速 为 零 , 即 没 有 风 . 


1.4 抽象 曲面 上 的 向 量 场 


为 了 摆脱 对 外 围 欧 氏 空间 的 依赖 性 ,必须 重新 考虑 (抽象 ) 曲 
面 M 上 的 切 癌 量 . 设 {u"}(a 二 1,2) 是 区 域 U CM 上 的 局 部 坐标 ， 
U 上 的 一 小 段 曲线 C 可 表示 为 
u =w(t) (at< bb). 
放 K( ,wu ) 是 U 上 的 光滑 函数 , 则 下 沿 曲 线 C 的 导数 便 是 


CF (u(t)) = ow- 2 — i ja|F. 
因此 ,曲线 C 的 切 向 量 了 应 理解 为 
de 9 
dt adu” 
由 此 ,推广 到 VC M 上 的 一 般 切 向 量 V 局 部 地 可 表示 为 
V = 5 二， (1. 17) 


其 中 沾 称 为 向 量 V 的 分 量 . 区 域 U CM 上 的 切 向 量 场 就 是 在 U 的 
每 点 指定 一 个 切 向 量 , 并 使 它 光 滑 地 变化 . 换言之 , (1.17) 中 的 如 
是 坐标 wu" 的 光滑 函数 . 
设 
9 = du’ 

是 CM 上 的 一 次 微分 形式 ,我 们 定义 它 与 切 向 量 (1.17) 的 内 积 
为 

‘pV = PC) = pe. (1. 18) 
对 于 函数 请 的 全 微分 dF, 利 用 (1. 18) 就 有 
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(1.19) 


dF(V) = 0 ~ VF). 


上 式 右边 表示 切 向 量 Y 作用 在 下 上 , 即 下 沿 Y 的 方向 导数 


考虑 坐标 变换 WU” 一 Me (u)! ,2 ) ,根据 
9 一 一 -一 
WM WM Ws 


Me” Wes ， 
一 po. 


因此 ,在 新 坐标 {} 下 
a yu 
AV) = BE 
由 此 可 见 , (1. 18) 定义 的 内 积 与 坐标 选择 无 关 , 它 可 以 推广 到 整 
个 曲面 上 . 
现在 假定 在 曲面 M 上 给 定 一 个 正定 的 二 次 微分 形式 作为 度 
(1 a,p 2). 
(1. 20) 


ds? 一 gag(u)du’du’ 


w, 一 asdu’, 


Ci = VY (SUS22 一 g12) /811, 
(1.21) 
*。 163°。 


d5 一 gasdu’duf = (w)? + (w)’. 


量 : 


则 不 难 验 证 


由 于 det(a$3) 二 V det(go) 盖 0, 故 (1.20) 定义 的 wi 与 w? 是 线性 
独立 的 一 次 微分 形式 . 现在 我 们 要 寻找 这 样 的 切 向 量 e, 和 e: ,使 得 
《ceEp》 一 w (eg) = 0g" (1. 22) 

为 此 , 设 
一 如 (1. 23) 


i 几 2 |- 1 | 
a? a?| ls | 1/ 
即 和 矩阵 (cc) 应 是 矩阵 (ec8) 的 道 矩阵 . 由 于 (a5$) 正定 , 故 (658) 唯一 地 


存在 - 因此 ,向 量 ei 与 e: 是 唯一 地 确定 的 . 反之 , 当 给 定 线性 独立 的 
问 量 e) ,es 时 ， 也 可 唯一 a 22) 的 一 一 次 形式 (7. 


则 (1. 22) 就 是 


切 空间 ,它们 互 为 对 偶 空间 . 对 于 点 的 切 空间 记 为 Ta (5 泡 ] 


称 为 TCM) 中 的 自然 基 ,{e。} 称 为 正 交 基 . 在 余 切 空间 里 ,与 {6,) 
对 侦 的 基 {w") 称 为 余 正 交 基 . 
对 于 关 ,，Y ET,(M), 久 = Lre。,Y 二 we,, 在 度量 (1.21) 下 的 
内 积 和 长 虚 是 
(X,Y) = ZY, 


IX = (X,X) 2, YI = (7Y,Y), 
由 结构 方程 dw == ow A wi(ws 二 + op 二 0) 可 以 唯一 地 确定 M 
上 的 Levi-Civita 联络 wi. 
以 下 ,我 们 来 导出 本 章 1. 2 中 共 变 微分 D 人 在 目 然 基 下 的 表达 
起. 为 此 ,对 (1. 20) 两 边 外 微分 ,利用 结构 方程 ,得 
(das 十 abws) A du? = 0. 


(1.24) 
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根据 Cartan 引 理 ,有 


das 十 ay = Chdu’, Ch = CY (1. 25) 
由 (1.20) 和 (1. 21), 易 见 
gp = Pasay (ay = 1,2). (1. 26) 


对 上 式 两 边 外 微分 ,利用 (1. 25) 和 (1. 24), 便 得 
dg = > (aC 十 asCw)du", 
即 


Be ~ 5) aC 十 ozC2)， (1. 27) 


在 (1. 27) 中 ,对 三 个 指标 a,8,Y 进行 轮换 ,然后 将 其 中 两 式 相 加 ， 
再 减 去 第 三 式 , 利 用 (1. 25) , 便 有 


9 a dg。 dg。 
| ; -一 5 名 BY8 十 一 Ei 四 ge | 一 之 05C: 26， 
ap 


其 中 | | 称 为 第 二 类 Christorffel 符号 .将 (1. 26) 代入 上 式 左 边 ， 
可 得 
o 
"ap 一 a | | (1. 28) 
xf 
将 (1. 28) 代入 (1. 25) 就 有 
aywy 一 一 das 十 a | ya (1. 29) 
考虑 回 量 场 
a ye 9 
V = ve = bb 3 (1. 30) 


利用 (1. 23) 易 见 vbs 二 2, 即 
v" 一 CS0 
把 它 代 入 (1. 3) ,利用 (1. 29), 便 得 
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a ° | 9 
DV = at 十 [ja rt (1. 31) 
因此 ,V 沿 曲 线 平行 的 条 件 (1. 5) 就 可 改 与 为 
dl a du” 
de 十 [和 一 0. (1. 32) 


这 便 是 普通 教科 书 中 沿 曲线 的 平行 癌 量 场 方程 . 
习 是 


1. 验证 例 1 中 向 量 场 友 (xs) 的 轨 线 就 是 7T? 上 的 经 线 . 

2. 证 明 命 题 1. 2. / 

3. 试 证 :一 个 紧 致 定向 闭 曲 面 MC Es 上 存在 一 个 无 奇 点 的 
向 量 场 的 充 要 条 件 是 M 的 亏 格 为 1, 即 与 环 面 同 胚 . 

4. 设 人 是 球面 % 上 的 一 条 光滑 简单 财 曲 线 ,Y 是 S* 上 可 微 向 
量 场 ,而 且 V 的 轨 线 恒 不 与 C 相 切 . 斌 证 :由 C 决 定 的 % 上 的 两 个 
紧 致 区 域 中 的 每 一 个 上 都 至 少 有 了 的 一 个 奇 点 . 

5. 举例 说 明 非 紧 致 曲面 上 的 向 量 场 可 能 有 无 限 多 个 孤立 奇 点 . 


Y 2 测 地 线 与 完备 曲面 


2.1 测 地 线 


设 M 是 具有 度量 dy 二 goodu”du? 的 (抽象 ) 曲面 .y:[a,p] 一 
MM 是 MM 上 的 一 条 曲线 , 它 的 局 部 坐标 表示 为 = wu"(s), 其 中 :是 


一 般 参数 . 由 本 章 1. 4 讨论 可 知 , 向 量 场 了 一 多- 沿 曲线 ?平行 的 
条 件 是 
和 十 | 交合 = (2. 1) 


“1660。 


| 是 第 二 类 Christorffel 符号 . 若 曲 线 的 切 向 量 


中 


dy du’ 

ds ds ye 
关于 曲线 自身 是 平行 的 , 则 曲线 7(s) 浆 为 M 上 的 测 地 线 因此 , 测 
地 线 的 方程 是 


(2. 2) 


9 下 1 下 dz _ 0 (2. 3) 
py ds 
这 是 一 个 二 阶 常 微分 方程 , 它 的 解 由 初始 条 件 
y(0) = pp， CO 一， (2. 4) 


完全 确定 . 借助 于 微分 方程 的 理论 ,我们 有 下 列 引 理 . 

引 理 2.1 对 于 曲面 MM 上 的 每 点 po, 存在 包含 po 的 一 个 坐标 
邻 域 U 及 常数 e 二 > 0, 使 得 对 于 每 点 p EU 和 和 pp 点 切 空间 了 7,(M) 
中 每 个 长 度 小 于 :的 切 向 量 v, 都 有 唯一 的 一 条 满足 初始 条 件 
(2. 4) 的 测 地 线 

y,:; (一 2,2) -> M. 

证 明 首先 ,根据 常数 微分 方程 的 理论 ,对 于 每 点 p。, 存 在 包 
含 po 的 一 个 邻 域 U 和 常数 61 ,es 盖 0, 使 得 对 于 每 点 p EU 和 长 度 
小 于 & 的 每 个 切 问 量 v E€ 7T CN) ,都 有 唯一 的 一 条 满足 初始 条 件 
(2. 4) 的 测 地 线 

?.: (一 2e, ,26 ) -> M. 

其 次 ,由 于 测 地 线 方程 的 齐 次 性 , 故 若 参数 曲线 y(*) 是 测 地 
线 , 则 参数 曲线 y(cs) 也 是 测 地 线 , 这 里 < 是 任意 常数 . 

现 取 一 se 于 是 ,者 上 vj 过 ss, 并 且 |s| 二 2, 则 


[ess | < 2e,. 


因此 ,只 要 定义 
y,(s) = Y., (es), 
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就 可 满足 引 理 的 要 求 . 证 毕 . 
2.2 指数 映射 exp 


设 g9 € M, v € T,(M), 蔡 存在 测 地 线 
y:[0,1]—>M 
满足 初始 条 件 


y(0) = g, YO) — vy, (2. 5) 


那么 点 7Y(1) E M 叫做 在 4 点 切 向 量 v 的 指数 映像 ,用 exps(v) 表 
示 7(1) ,而 映射 


exp, ; T,(M)— M (2. 6) 
称 为 在 9 点 的 指数 映射 
于 是 ,满足 初始 条 件 (2. 5) 的 唯一 测 地 线 可 表达 为 
y(s) = exp, (sv). (2.7) 
根据 引 理 2.1, 当 lv 上 充分 小 时 ,exps(v) 是 确定 的 . 一般 地 说 ,对 
于 长 度 较 长 的 问 量 wv, 指数 映像 exps(v) 未 必 能 确定 . 然而 如 采 能 
确定 , 则 总 是 唯一 的 . 
定义 ” 契 对 于 任何 点 4E M 和 任何 向 量 v€ 7T,(M) ,指数 映 
像 exp,(v) 总 是 确定 的 , 则 曲面 M 称 为 测 地 完备 的 . : 
显然 , 测 地 完备 性 等 价 于 下 述 要 求 : 对 于 每 段 测 地 线段 
yo : [a,b] 一 MM, 总 能 够 把 Y, 延 拓 成 无 限 长 的 测 地 线 : 
?了 :及 一 AI. 
因此 ,我 们 也 可 把 后 者 作为 测 地 完备 性 的 定义 . 


2.3 测 地 线 的 最 短 性 
在 M 的 每 点 4 的 切 空间 内 , 有 自然 标 架 [这 
1(MM) 可 表示 为 
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| 任意 v E€ 


(a = 1,2). (2. 8) 


令 集 合 
TM= {(g,v)lg €E M, v € T,(M)), (2. 9) 
它 称 为 M 的 切 从 (tangent bundle). 一 个 自然 投射 XxX: YA 一 AM 是 
义 为 
XT(qg,v) = gq. (2. 10) 
于 是 ,我 们 可 在 TM 中 定义 开 集 如 下 : 设 了 CT7A 是 子 集 , 若 r(V) 
C 好 在 好 中 是 开 的 , 则 称 Y 是 了 AM 中 的 开 集 . 这 样 ,7TAM 可 成 为 一 
个 拓扑 流 形 . 对 于 TM 考虑 它 的 局 部 坐标 , 硅 (zul ,ww) 是 M 中 一 开 
集 乙 的 局 部 坐标 ,而 对 9 EU , 它 的 切 同 量 v 由 (2.8) 确定 ,那么 限 
数组 {z ,ww ,v ,vw ) 就 定义 为 开 集 V CTM 的 局 部 坐标 ,这 里 x(V) 
一 UU. 
”由 引 理 2.1 可 知 ,对 于 每 点 p € M, 在 点 (p,0) € TM 的 一 个 
邻 域 V 内 ,映射 : 
(g,v) — exp,(v) 
是 确定 的 ,其 中 (g,v) EV, 而 且 这 个 映射 在 V 中 是 可 微分 的 . 
”现在 ,考虑 这 样 的 光滑 上 映射 
FF:V>MXxM, VCTM, 
其 中 下 定义 为 , | 
Flgsv) 一 (qexps(v)), (gqg,v) EV. (2. 11) 
可 以 证 明 ;映射 了 的 Jacobian 在 点 (9,0) EV 是 非 奇 异 的 . 事实 上 ， 
在 U 中 测 地 线 的 短 级 数 展开 式 是 
1 填写 2 


$2 十 。。 


0 


u"(s) = xu (0) 十 


] {a 
一 2 十 一 一 wpPw7S2z 十 。。， 


2 | z : 
其 中 人 {ui} 是 g 点 的 局 部 坐标 , {vw} 是 测 地 线 的 初始 向 量 在 自然 标 
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架 下 的 分 量 , 即 v = v 过 .于 是 ,车 用 fj,z3} 表示 UXUCM x 
M 的 局 部 坐标 , 则 (2. 11) 可 表示 为 


下 (2 2 ,0 ) = (uyu’ ;us ,us), 
其 中 
好 一 十 加 一 过 je + 
2 1 By 

因此 ,不 难 计 算得 

l] 0:1 0 
det wunu)| 0 1i0 1,o 

DCzly 213 LV2 ) Cg) 0 0 1 0 
0 0:0 1 


邱 天 的 Jacobian 在 (q,0) 处 非 奇 异 . 于 是 ,根据 隐 函 数 定理 ,已 把 
(q,0) E 7 4 的 茶 个 邻 域 V 可 微 同 胚 地 了 上映 到 (aq,g)EAMXM 的 某 
个 邻 域 上 .我们 可 以 认为 V' 中 的 点 (go,v) 是 这 样 的 :go 属于 9 的 一 
个 已 知 邻 域 三, 而 vi 二. 选取 g 的 一 个 更 小 的 邻 域 W, 使 
AV') 汪 Wx WWW, 那么 ,我 们 证 明了 下 列 

引 理 2.2 对 于 每 点 gq € M, 存 在 这 样 一 个 邻 域 W 和 常数 
e > 0, 使 得 : 

《ID)W 中 任何 两 点 可 用 唯 一 的 一 条 长 度 小 于 的 测 地 线 连接 
起 来 ; 

( 工 ) 这 条 测 地 线 光滑 地 依赖 于 两 点 , 即 车 exp, (so),0 委 s 委 1， 
是 连接 g, 和 g; 的 测 地 线 , 则 (qj,v) € TM 可 微 地 依赖 于 (o ,g,); 

(五 ) 对 于 每 点 9g € W ,映射 exp, 把 T,CM) 中 的 e 开 球 可 微 同 
且 地 上 映 到 开 集 U, 光 W 上 . 

注 ”更 详细 地 说 ,能 够 选取 W ,使 连接 其 内 任 两 点 的 测 地 线 
全 部 落 在 W 内 ( 参 考 J. H.C. Whitehead, 
Quar. J. Math. (Oxford) ,1932 3.33 ~ 42)， 
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设 p,g 是 曲面 上 任意 两 点 ,E 是 连接 p 到 9g 的 一 切 可 求 长 曲线 
C 的 集合 . 令 
pl(p,qg) = in{f{lclC € FE}, 
其 中 /为 曲线 C 的 长 度 ,p(p,g) 称 为 M 上 两 点 p,q 之 间 的 距离 . 
对 于 2, 容 易 验 证 它 满足 三 角 不 等 式 p(p,g) 十 pl(g ,7) 之 p(p ,7). 
现在 ,我们 来 讨论 测 地 线 长 度 与 上 述 定义 的 距离 之 间 的 关系 . 
定理 2.3 设 W 和 :如 引 理 2.2 所 述 , 令 
y:[0,1]~M 
是 连接 W 中 两 点 的 长 度 小 于 8 的 测 地 线 , 而 
w: [0,1]— MM 
为 连接 同样 两 点 的 任何 别 的 逐 段 光 光 的 曲线 ,那么 


| Ya<| ow 
ol dz 0 


dz 

式 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 曲 线 w 与 测 地 线 重合 . 

由 此 有 可见 ,这 时 的 测 地 线 长 度 就 是 这 两 个 端点 之 间 的 距离 . 

这 个 定理 的 证 明 , 依 赖 于 下 列 两 个 引 理 . 

5 引 理 2.4 设 g 二 7 了 (0),U, 如 引 理 2.2 所 述 , 在 U0, 中 ,过 gg 点 
的 测 地 线 是 下 列 曲 线 族 的 正 交 轨 线 : 

(exps(v) lv €E TM), lvl = const.}. 

证 明 设 : 一 vQ) 表示 7T,CUM) 中 使 iv() 中 = 1 的 任 一 曲 

线 ,我 们 要 证 明 U, 中 的 对 应 曲线 


di,， (2. 12) 


ft — exp, (Rv(t)), 0<R, < (2. 13) 
斑 直 于 径 癌 测 地 线 ( 从 g 点 出 发 的 测 地 线 ) 
RR — exp, (Rv (to)). (2. 14) 
作 参 数 化 曲面 f 为 


f(R,t) 一 exp (Rv()), OREe. 
那么 ,我们 就 是 要 证 明 : 对 于 一 切 (R ,i)， 
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对 上 式 的 左边 共 变 微分 ,利用 共 变 微分 的 性 奈 ( ,得 


A Y) = 县 草 ， Y) + ( 医 ' 流 [ 交 | ): 


因为 对 于 固定 的 ,曲线 R 一 A(R,i) 是 测 地 线 , 故 上 式 右 边 的 第 一 
项 为 零 . 由 于 
国 -er 
故 上 式 右边 第 二 项 
,D afi\, 1 3,9f af\ 
aR 去 | 3%|) 本 PAC Ed 和 
因此 ,( 筑 , 学 ) 与 及 无 关 .但 当 尺 = 0 时 
f (0,1) = exp, (0) 一 9， 


故 
aj(0,t) 
a ~ 
所 以 ,( 控 , 乙 ) 恒 等 于 零 ,这 就 完成 了 引 理 2.4 的 证 明 
现 考虑 逐 段 光滑 曲线 


w:[a,b|—U,— {g}), 
其 中 每 点 w(z) 都 能 用 exp,(RGDo(GD) 唯一 地 表达 (0<<RCGt) <e)， 
v0) = 1, vi) € TT, CD)， 


引 理 2. 5 
all dt 


其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 RGz) 单调 ,v(z) 是 常 向 量 . 
因此 ,MM 上 以 4 为 中 心 的 两 个 同心 圆 之 间 的 最 短 曲 线 是 径 向 
测 地 线 . 
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dt > |RG) — R(a)|, (2. 15) 


证 上 明 设 f(R,1) 一 exp, (RvQ)) 使 w(t) 天 RGD)t)， 于 是 


YR 2 
于 天 全 《2) 十 


由 引 理 2. 4 上 起 右 这 的 两 个 向 量 是 下 相生 直上 ,并 且 因 


j= 


故 
到 一 | R'(t)|? 十 | > | R’'G)|’, 
其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 方 一 0, 即 当 w(t) 一 const. 于 是 
dw 


sp IR'G) |dt > [RG) — Ra) |. 


[| 


这 里 等 号 成 立 当 且 仅 当 RG) 单调 ,v(7) 不 变 . 引 理 2. 5 证 毕 . 

定理 2.3 的 证 明 考虑 任 一 点 

gq 一 expb,(KRzo) EU,, 0~<R<e, lvl =1. 

设 w 是 从 g 到 g 的 任何 逐 段 光滑 曲线 ,那么 对 
于 任何 充分 小 的 6> 0, 曲 线 w 必 有 一 段位 于 
半径 为 6 入 的 两 个 同心 圆 之 间 , 见 图 N-5 所 
示 . 根据 引 理 2. 5,w 上 这 段 曲 线 长 度 大 于 或 等 
于 R 一 5. 令 6 一 0, 则 这 段 曲 线 的 长 度 不 小 
于 R. 关 wl([L0,11) 与 经 向 测 地 线 7(L0,1j]) 不 
重合 , 则 得 严格 的 不 等 式 . 这 就 完成 了 定理 网 W_5 
2. 3 的 证 明 . 

定理 2. 3 的 一 个 重要 推论 是 

推论 2.6 硅 以 绝 长 为 参数 的 曲线 w:[0,7] 一 M 的 长 度 小 于 
或 等 于 任何 别 的 w(0) 到 w(2) 的 曲线 长 度 , 则 w 必 是 测 地 线 . 

证 明 考虑 如 上 述 那 样 的 WW, 则 根据 定理 2.3,w 位 于 WW 中 的 
长 度 小 于 的 一 段 是 测 地 线 ,因此 整个 w 是 测 地 线 . 证 毕 . 
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定义 ” 设 y:la,5 一 M 是 一 段 测 地 线段 , 若 它 的 长 度 小 于 
或 等 于 连接 它 的 两 个 端点 的 任何 其 他 逐 段 光滑 曲线 的 长 度 , 则 称 
曲线 ? 是 极 小 的 

由 定理 2.3 可 知 , 一 条 测 地 线 上 任何 充分 小 的 一 段 是 极 小 的 . 
但 是 ,一 段 较 长 的 测 地 线 可 能 不 是 极 小 的 . 例如 ,球面 上 的 大 圆 是 
测 地 线 ,但 其 上 一 段 优 弧 都 不 是 极 小 的 . 

一 般 地 , 极 小 测 地 线段 不 一 定 是 唯一 的 . 例如 ,球面 上 两 对 径 
总 之 间 有 无 数 条 极 小 测 地 线 . 但 是 下 述 论点 是 正确 的 . 

推论 2.7 设 K CM 是 紧 致 的 ,那么 存在 常数 6 一 0, 使 得 对 于 
KK 中 任何 距离 小 于 6 的 两 点 ,能 用 唯一 的 一 条 长 度 小 于 8 的 测 地 线 连 
接 起 来 . 而 且 这 条 测 地 线 是 极 小 的 , 且 可 微 地 依赖 于 它 的 端点 . 

证 明 ”因为 天 紧 致 ,我 们 可 用 有 限 个 开 集 {Wr。} 覆盖 天, 其 中 每 
个 W, 都 如 引 理 2. 2 所 说 那样 . 再 取 6 充分 小 ,使 得 K 中 任何 距离 小 于 
4 的 两 点 都 位 于 同一 个 区. 中 ,那么 推论 2. 7 就 得 到 了 证 明 . 


2.4 完备 性 


在 2.2 中 已 指出 , 若 曲面 M 上 每 段 测 地 线 都 可 无 限 延 长 , 则 及 
是 测 地 完备 的 . 对 于 测 地 完备 曲面 ,有 下 述 定理 ， 
定理 2.8(Hopf-Rinow) ”车 MM 是 测 地 完备 的 , 则 其 上 任何 两 
点 都 能 用 一 条 极 小 测 地 线 连接 起 来 . 
征明 设 已 给 p,q € M, 它 们 的 距离 R> 0, 选取 如 引 理 2. 2 
对 的 屠 料 的 邻 域 U,, 用 5 表示 中 心 在 p, 半 径 6 二 e 的 圆周 (CM 上 
的 测 地 圆 ). 
因为 S 紧 致 , 故 在 S 上 存在 一 点 p。， 
po = expsplo0v), jv | = 1， 
使 得 p。 到 9 的 距离 最 短 . 若 能 证 明 
exp, (Rv) = gq, 
则 测 地 线段 1 一 7(1) = exp,s (iv) ,0 碌 1 过 ,确定 从 pp 到 9 的 极 
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小 测 地 线 . 
这 相当 于 要 证 明 ; 沿 测 地 线 7 运动 的 一 点 越 来 越 接 近 g. 事实 
上 ,对 于 每 个 上 E [6,Rj 将 有 
PpP(Y(1),9) = Ki. (1,) 
从 这 个 等 式 , 令 t 二 R, 便 可 完成 所 要 的 证 明 . 
首先 ,我 们 要 证 明 , 等 式 (1，) 是 成 立 的 , 即 
PY(0),9) 一 下 一 人 
因为 从 pp 到 g 的 每 条 曲线 都 必 经 过 9 , 故 有 
2( 户 ,9g) 一 min 《CO( 思 ,7) 十 pC,g)}) 
= 6 + p(po,q). 
所 以 p(po,9) = R 一 56. 由 于 po = 二 7(6), 故 (1;) 成 立 . 
设 io€ [6,Rj] 表 示 使 (1,) 成 立 的 那些 上 的 上 确 界 , 即 
to 一 sup tt|pCY () "9) ~ RC— i). (2. 16) 
于 是 ,根据 连续 性 ,等 式 (1,) 也 成 立 . 
以 下 要 证 明 i = 二 R. 用 反 证 法 .车 to 二 R, 邻 S' 表示 中 心 在 
y(to) ,半径 为 (二 min(e, R 一 上)) 的 小 圆周 (网 图 N-6). 


多 N-6 
设 p'。€ 9 是 与 a 相距 最 短 的 S' 上 的 一 点 .于 是 
-一 2 十 plp 0,9). 


因此 


plp'og9) = (R—t)— 0. z (2. 17) 
现在 要 证 明 p' 就 是 ?(t 十 8 ). 从 三 角 不 等 式 及 (2.17) 得 
plp' ,po) pp,9) — plpos9) =to Oo. 
但 是 ,车 先 沿 7 了 从 p 引 到 7Y(zo) ,然后 再 作 从 YCzo) 到 po 的 极 小 测 地 
线 , 则 这 样 得 到 的 折断 测 地 线 的 长 度 正 好 是 如 十 洒 ,因此 这 是 一 段 
极 小 的 折断 测 地 线 . 于 是 ,根据 推论 2. 6, 这 是 一 条 不 折断 的 测 地 
线 , 因 此 它 与 了 重合 . 
这 样 ,y (io 十 洲 ) = 三 加 ,于 是 等 式 (2.17) 化 为 
pV ito) = RR (tt oO). (1 rr) 
这 与 to 的 定义 (2.16) 矛盾 ,所 以 to。 = 二 R. 定理 2. 8 证 毕 . 
推论 2.9 大 MM 是 测 地 完备 的 , 则 M 的 每 个 有 界 子 集 具有 紧 
致 闭 包 . 因此 ,AM 是 完备 的 度量 空间 ( 即 每 个 Cauchy 序列 收敛 ). 
证 明 知 入 CM 是 直径 为 4 的 子 集 , 则 对 于 任 一 点 p EN， 
指数 映射 exp, :TCM) 一 MM 把 T,(M) 中 半径 为 4 的 圆 盘 映 到 AM 的 
一 个 蚂 致 子 集 上 ,而 这 个 紧 致 子 集 包含 N( 根 据 定理 2.8). 所 以 ,NN 
的 团 包 是 紧 致 的 . 证 毕 . 
反 过 来 , 右 M 是 完备 度量 空间 (关于 Riemann 度量 ), 则 利用 
引 理 2. 2 不 难 证 明 M 是 测 地 完备 的 . 因此 ,我 们 有 下 列 定理 入]. 
定理 2.10 对 于 曲面 M, 下列 几 种 说 法 是 等 价 的 : 
(I DM 是 测 地 完备 的 ; 
(IT ) 对 于 任 一 点 9 € M ,指数 映射 exp, 在 整个 了 ,CM) 上 有 定义 ; 
(下 )AM 关于 其 Riemann 度量 是 完备 的 度量 空间 . 
鉴于 上 述 定理 , 测 地 完备 曲面 亦 称 为 完备 曲面 . 


习题 


1. 设 MCE 是 完备 曲面 ,FCM 是 M 的 非 空 子 集 且 余 集 
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MN\F 为 连通 集 , 试 证 M\F 是 非 完备 曲面 . 
2. 证 明 :去掉 顶点 的 锥 面 S = (Crsy,， VT? 十 y)|x? 十 3 
0} 上 任意 两 点 之 问 可 用 上 的 极 小 测 地 线 连接 . 


3 3 牟 长 的 第 一 变 分 


3.1 曲线 的 变 分 


设 M 是 一 个 光滑 曲面 ,7:1o, -一 M 是 光滑 曲线 . 为 简单 起 
见 ,我们 假定 这 里 的 参数 s € [L0,/ 是 弧 长 ,7 的 变 分 是 可 微 映 射 5: 
[0,Lj] x (e, 一 e) 一 MM, 使 得 

a(s,0) = Y(s), s €E [0,7], 
并 和 是 对 任何 1: E (一 e,e), 有 
a(0,t) = (0), ad,t) = YO). 

直观 上 说 ,对 每 个 固定 1: € (一 e,e), a(*,t);:[0,1]>M 给 定 
了 一 条 起 点 为 7Y(0), 终 点 为 YW) 的 茵 线 丈 Cs). 所 以 了 的 变 分 其 实 
就 是 给 出 了 一 族 端 点 固定 的 曲线 ( 见 图 N-7). 


图 N-7 
太一 方面 ,对 每 个 固定 的 € [0,/j, a(s,*) : (一 e,e)>M 也 
给 定 了 M 的 一 条 经 过 zs,0) = 7Y(s) 的 曲线 如 (1) (可 能 退化 为 一 
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点 ) ,这 条 曲线 在 点 ?(s) 的 切 向 量 为 他 (s,0). 由 此 可 知 ,的 变 分 


决定 了 沿 7 的 可 微 向 量 场 W(s) = 字 (s,0), 这 个 向 量 场 称 为 & 的 
变 分 向 量 场 . 显然 ,我 人 有 W(0) = WU) = 0. 

反之 , 若 给 定 沿 7 的 变 分 向 量 场 W 使 得 W(0) =W(1) ==0, 则 
存在 一 个 变 分 3:[0,L] X (一 e,e) 一 M 使 得 W(s) 是 3 的 变 分 向 


量 场 ,这 是 因为 我 们 可 置 变 分 & 为 
a(s,t) = expywwt Ws). 
3.2 第 一 变 分 公式 


设 必 是 抽象 曲面 ,《*,*) 表 示 内 积 . 一 个 向 量 v€ T,(M) 的 长 
度 jv 是 


vl = (vw,v)!, 
光滑 曲线 7.[0,7] -> M 的 弧 长 是 
L(Y) = | | Y’ Gs) || ds. | 
对 于 7 的 变 分 &, 我 们 用 工 (1) 来 记 曲 线 zt 的 弧 长 . 这 样 ,我 们 
定义 了 一 个 郴 数 L : (一 €,€) 一 人 R, 
L(t) = (NEG 
由 (3. 1) 式 定义 的 函数 工 , 在 i = 0 的 一 个 邻 域 中 是 可 微分 的 ， 
在 这 种 邻 域 中 , 忆 的 导数 可 用 积分 号 下 求 微分 的 方法 求 得 . 于 是 ， 


我 们 可 计算 工 在 1 = 0 的 一 阶 导数 ,得 到 
定理 3.1 设 #5:[0,l] X (一 e,e) 一 M 是 7 的 变 分 ,W(s) 


一 (5,0), s € [0,Lj] 是 a 的 变 分 向 量 场 , 则 


ds， 上 和 《一 ,6E). (3.1) 


{ 
L'(0) 一 一 | (A(s) ,W's))ds, (3. 2) 


其 中 
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证 明 因为 


dt ”gs 


并 且 由 共 变 微分 的 定义 ,容易 证 明 


Wl Bl 
所 以 
LW = SL) = | (Fe) ds 
1 d -77 1/2 
-| { 告 ( 旬 ' 袍 ) lds 
lim R22D A A 
一 | 全, 多 ) (主任 )) 
1 {| 到 |-! /DD 下 页 
= | | 未 .人 ( 云 了 4 
因为 7:L0,/] > M 是 以 弧 长 为 参数 的 曲线 ,所 以 
EN 
于 是 ,我们 有 
L’ (0) | ( 双 $$) di 
但 是 根据 本 章 $ 1 中 命题 1.1(CE) 有 
: D D 
去 ( 寺 ,于 ) 一 ( 训 委 "名 ) 十 ( 守 , 寺 于 
所 以 
， i { 1L) 
C0) 一 | 庆 ( 守 ,) 4 一 | ( 训 委 ' 沈 ，) 
a MI\|! :JDAR Tm 
(二 | (saa) 


和 


(3. 3) 
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最 后 一 个 等 式 是 由 于 至 (0,0) = 他 (,0) 一 0, 即 凤 (0) =W0) = 
0. 但 是 根据 W(s) 与 An) 的 定义 ,我 们 可 将 最 后 一 个 表达 式 写成 
如 下 形式 

L'(0) 一 一 | (4G),WG))ds 


证 毕 . 

注 1 向 量 A4(s) 称 作 曲线 ? 的 加 速度 向量 ,并且 它 的 模 长 正 
好 是 7 的 测 地 曲率 的 绝对 值 . 我 们 看 到 LL'(0) 仅仅 依赖 于 变 分 回 
量 场 W(s), 而 与 变 分 & 本 身 无 关 . 表达 式 (3.2) 通常 称 为 7 的 弧 长 


注 2 ”如 果 5 是 分 段 光滑 曲线 , 则 我 们 可 得 到 头 似 于 (3. 2) 的 公 
式 ,当然 它 会 含有 一 些 附加 项 ,这 是 由 积分 | 庆 ( 字 ,至 )ds 引起 的 


3.3 第 一 变 分 公式 的 应 用 


作为 第 一 变 分 公式 的 应 用 ,我 们 可 把 测 地 线 作 为 “ 变 分 问题 ” 
的 解 来 描述 , 即 我 们 可 证 明 以 下 的 定理 . 

定理 3.2 设 7.;[0,l] 一 M 是 以 弧 长 为 参数 的 曲线 , 则 7 为 测 
地 线 的 充 要 条 件 是 :对 YY 的 任何 光滑 变 分 &:[L0,i] Xx (一 se) 一 
M, 有 1 (0) = 0. 
证 明 ”必要 性 是 平凡 的 ,因为 测 地 线 7》 的 加 速度 向 量 A(s) = 
| | 寺 | 重 等 于 零 所 以 ,L'(0) = 0. 
现在 假设 (0) = 0 对 7 的 每 个 变 分 成 立 , 并 考虑 和 癌 量 场 
W(s) 二 f(s)A(s). 这 里 的 f: [0,L]1>R 是 满足 f(s) 宇 0,f(0)= 
/2) 二 0 的 实 可 微 沙 数 ,A(s) 是 3 的 加 速度 问 量 , 构 造 一 个 对 应 于 
W(s) 的 变 分 ,我 们 就 有 
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| 
Os 


L'(0) 一 一 | (f(s)ACs) ,ACs) ds 


= 一 | f() 1 AG) lds. 
由 于 f(s) 上 A(s)? 宇 0, 因 此 得 到 
fls)} | ACs) ?= 0. 

我 们 来 证 明 上 式 可 推出 A(s) = 0,s € [0, 门 .事实 上 ，, 若 
4(s0) 上 关 0, so EE (0 ,就 存在 区 间 了 工 一 (ss 一 sy, so 十) ,使 得 
1 4 站 天 0 对 *E7 成 立 . 选 择 /so) >0 的 大, 就 有 矛盾 的 结论 
f(s0) A(so) = 二 0. 因此 ,A(Cs)e = 二 0 对 5 EE (0,7) 成立. 再 由 
连续 性 ,就 有 所 要 的 4(0) = 4() = 0. 

因为 7 的 加 速度 向 量 现在 恒 等 于 零 , 所 以 7 是 测 地 线 , 证 毕 . 


9 4 弧 长 的 第 二 变 分 及 Jacobi 场 


4.1 弧 长 的 第 二 变 分 公式 


由 定理 3.2, 今 后 我 们 只 考虑 以 弧 长 为 参数 的 测 地 线 了 : 
[0 一 MM 的 变 分 . 为 了 简化 起 见 ， 我 们 将 限于 正 交 变 分 ， 即 我 们 
将 假定 变 分 向 量 场 W(s) 满足 条 件 (W(s),Y' (5)) = 0,s € [0,71. 
为 了 饰 究 弧 长 泛 哨 工 在 0 点 一 个 令 域 中 的 性 质 , 我 们 来 计算 
L"(0). 

定理 4. 1( 第 二 变 分 公式 ) 设 7:[0,lj 一 JM 是 以 红 长 s EE 
[10,7 为 参数 的 测 地 线 ,&;[0,l] X (一 ce,e) 一 MM 是 7 的 正 交 变 分 . 
设 W(s) = 字 (s,0) 是 5 的 变 分 向 量 场 , 则 

L"(0) -| | wos) 一 下 WCG 有 dc 


其 中 天 人) = 天 (0) 是 M 在 ?G) 的 Gauss 曲率 . 
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证 明 根据 本 章 $3 中 (3. 3) 式 ， 
co-] (lal 人 


所 以 
， d [i/oal-i ,DR 
CO 一 到 | 人 | 侣 至 ,je 
d,DAa xm RI i! 
= | (Esl ja 
{ DAa ml’ aa’ 
ea | 用 
但 是 , 当 + 一 0 | 党 | 一 1, 而 且 
dja A DA nm xm Da 
4 一 人 遍 珊 ,元 ) 十 《 珊 , 志 可 小 
因为 了 是 测 地 线 并 且 变 分 是 正 交 的 ,所 以 当 : 一 0 时 , 便 有 
DA NR 孤 
二 0 (= 
Daa 监 
于 是 ( 计 ') 二 0 
由 此 可 得 1"(0) = | 上品 ( 寺 至 ,到 )ds (4.2) 
接着 我 们 来 研究 (4. 2) 式 中 的 被 积 函 数 ,根据 共 变 微分 的 性 质 
d DRA /DDE D 天 D 天 
亚 ( 寺 于 , 南 ) 一 人吉 吉 ,两 ) 十 ( 志 宛 , 训 于 ) 
DDARAR\ /DDA Rm 
一 (二 玉 全 ' 久 ) 一 ( 计 训 全 ' 久 | 
DDaA mm D qe’ 
十 人 志 喜 宗 , 吉 ) 十 | 去 王 | 
可 以 证 明 当 Y(s,z) 是 沿 变 分 云 的 可 微 向 量 场 时 
2 VV 一 人 (5， 站 | 宝 x $F) XV, (4. 3) 


A 
其 中 大 (s,t) 是 MM 在 点 5s,t) 的 Gauss 曲率 . 所 以 (对 t= 二 0) 
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CR% a Hay 
a oa Rm A 
=K()(| 守 X 守 |X 守 ' 久 ) 
: da A 
=— KG(s) (| WCG) | 全 ,) 


=—— KCGs) | Ws) | 


另 一 方面 ,由 于 了 是 测 地 线 ,过 至 (s,0) 二 0, 所 以 1 一 0 时 有 
d ( 卫 亚 , 亚 ) 一 (过 二 开 , 开 ) 
ds\aa’B/ ‘Baa’B/ 

把 上 面 诸 式 代入 (4. 2), 便 得 

1"(0) = | Rw) 


2 
KG) Wo) | "ds 


1) oa oa D oa oa 
十 (去 了 0 0) 一 (地 字 了 ~ ) C0, 0) 
i 
一 | 区 | aw — K(s) | Wes) | ?jd 


最 后 一 个 等 式 是 由 于 宇 (0,0) = 全 (4) = 0. 证 毕 ， 


注 注意 到 W(0) = 二 WO) = 二 0, 以 及 

d DW DW DW DW 

Wa) aas) + (Wg) 

则 我 们 可 将 变 分 公式 改写 为 
| (二 2) 


ds ”ds 
= | (ww, 天) — | (Tr + KW,W)ds 


= 一 | (3 + KW ,W)ds, 


K(W,W) ds 


一 即 
1"(0) =— | (3 + KW,W)ds. (4.1') 
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这 个 公式 是 比较 有 用 的 . 


4. 2 jacobi 场 


设 Y 是 测 地 线 ,用 7 一早 表 示 它 的 切 向 量 . 设 7 是 定义 在 7 上 
的 向 量 场 , 若 7 满足 Jacobi 微分 方程 


“十 KGS) TGs) XJ(s)) Xx 1(s) = 0, (4. 4) 


2 
其 中 天 (s) 是 MM 在 7Y(s) 处 的 Gauss 曲率 , 则 称 J 是 沿 测 地 线 了 的 
Jacobi 场 . 


y = vt(s)e,, 
则 (4. 4) 式 可 写成 分 量 的 形式 
5 十 天 (5)asz 一 0 (a= 1,2), (4. 5) 


其 中 

ay = ((T X ep) XT,es) = 6 — (essT) (T,es). (4.6) 
特别 是 ,车 取 弧 长 :为 测 地 线 7 的 参数 , 则 ei 一 了 一 并 关于 7 
是 自身 平行 的 . 因此 , 若 取 ei 与 el 正 交 并 关于 7 平行 , 则 (4. 5) 化 为 


Qi 
dr 

4.7 
da (4.7) 
下 十 六 ()m 二 0. 


由 (4. 4) 或 (4.7) 可 见 ,Jacobi 方程 具有 2 X 2 个 线性 独立 解 
(每 个 解 定义 在 测 地 线 上 ) ,因为 它 是 二 阶 线性 常 微 方 程 组 . 根据 常 


微分 方程 组 的 理论 ,每 个 Jacobi 场 了 被 它 的 初始 条 件 J 了 (0) ,0) 


.184。 


E Tyw(M) 所 完全 确定 . 
我 们 现在 要 给 出 Jacobi 场 的 几何 解释 ,为 此 我 们 需要 以 下 概 
念 . 设 < 是 7 的 变 分 ( 问 扣 不 一 定 固定 ) 
2a:L0, | X (一 e,e)— M, 
使 得 z(*,0) = 7?(s) ,并 且 对 任意 固定 的 上 E (一 8,e) ,曲线 a(s ,7) 
也 是 测 地 线 , 这 样 的 变 分 称 为 测 地 变 分 . 
定理 4.2 大 5 是 7 的 测 地 变 分 , 则 变 分 问 量 场 


W(s) = 人 


是 关于 7 了 的 Jacobi 场 . 
证 明 ”着 5 是 了 的 测 地 变 分 , 则 元 字 (s,z) 恒 为 零 . 根据 (4. 3) 


束 有 
_DDE_DD 及 、 下 |、 套 
J + Kn)| 甩 ~ FX 
_ Da WH、 W|I、 
人 Dx bs 


当 上 一 0 时 ,我 们 就 有 
2 
~iW() + KG TG) x Ws)) x Ts) — 0. 


证 毕 ， 

因此 ,获得 Jacobi 场 的 一 个 方法 是 “转动 > 测 地 线 , 如 图 N-8 
所 示 . 

定理 4.3 沿 测 地 线 7.[0,/7] 一 M 的 每 个 Jacobi 场 都 可 从 Y 
的 测 地 变 分 得 到 . 

证 明 ”选取 7(0) 的 一 个 邻 域 ,使 U 中 任意 两 点 都 能 用 一 条 
唯一 的 极 小 测 地 线 连 接 起 来 ,并 且 这 条 测 地 线 光 滑 地 依赖 于 它 的 
两 个 端点 . 设 7(t) CU, 0 委 上 委 9, 我 们 先 构 造 沿 y| ra 的 Jacobi 
场 , 它 具有 任意 的 初始 条 件 . 选取 一 条 曲线 a: (一 s,s) 一 U, 使 得 
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N-8 


a(0) 二 7(0), 而 号 是 Tyo,(M) 中 的 任意 向 量 . 类 似 地 再 选取 


曲线 6: (一 ss) 一 U ,使 得 45(0) = 706)， 而 和 0 是 任意 的 . 

定义 测 地 变 分 

a:[0,6]X (一 se) AM 
使 对 任意 固定 的 1, 曲线 &(… ,i):[0,6] -> M 是 从 a(tz) 到 5) 的 极 
小 测 地 线 . 于 是 ,根据 定理 4. 2, 变 分 向 量 场 于 Gu0) 定义 了 一 个 具 
有 给 定 端点 条 件 的 Jacobi 场 . 

痊 了 jc.a 的 任意 Jacobi 场 可 以 用 以 下 的 方法 得 到 者 (7) 
表示 沿 7 的 一 切 Jacobi 场 W 的 向 量 空间 , 则 公式 W -> (W(0)， 
AI 

L:7 (7) 一 Tro (M) XxX Ty CM). 
因为 网 量 空间 7 (7) 和 Tyoo, CM) x Tyw, (CM) 有 相同 的 维 数 2 X 
2, 故 虐 是 同 构 , 即 一 个 Jacobi 场 被 它 在 ?(0) 和 y(6) 的 值 完 全 确 
定 . 所 以 ,上 述 作 法 就 得 到 了 治 ?|ro5 的 一 切 可 能 的 Jacobi 场 . 
xz) 在 区 间 [L0,6] 上 的 限制 是 本 质 的 , 若 U 充分 小 , 则 利用 
[0,lj 的 紧 致 性 ,a(.,t) 能 延 拓 成 定义 在 整个 区 间 [0,1] 上 的 测 地 
线 . 这 样 , 便 得 到 整个 区 间 [0, 直 上 的 测 地 变 分 / 
a :| 0, xx( 一 es) 一 MI 
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它 以 任何 给 定 的 Jacobi 场 作为 变 分 向 量 场 . 定理 证 毕 . 
4.3 共 斩 点 


定义 ” 设 ?:L0, 上 一 凡是 M 上 满足 yY(0) = 二 的 测 地 线 . 设 
点 4 二 ?Go),s EL0, 中 如果 存在 不 恒 等 于 零 的 沪 ? 的 Jacobl 场 
JG) ,使 得 JC0) = JGso) = 0, 就 称 点 9 关于 测 地 线 与 p 共 轰 . 

定理 4.4 设 7:[0,1] 一 M 是 M 上 测 地 线 ,p = 7(0), gq = 
y(so)，s 6E [50 中 ,如 果 久 与 9 是 共 印 的 , 则 存在 沿 测 地 线 7 : 
L0,sj 一 的 (端点 固定 的 ) 正 交 变 分 ,使 得 一 (0) = 0. 

证 明 因为 p 写 9 是 共 轿 的 ,所 以 存在 沿 7 的 Jacobi 声 .Js)， 
使 得 J(0) = J (so) = 0. 接着 我 们 要 证 明 (J(s),T(s)) = 0, 其 中 ， 


,dy 
EE [0,so|， 1'(s) = de 
因为 
dj py 2 IDI yy /DY 
Ii77) = 下 (起 ,7) = ( ,7) 


= (— K(T x J) xT,T)=0, 


在 上 面 的 计算 中 我 们 用 到 了 站 一 0 及 共 变 导数 的 性 质 . 因此 
(7 CS) 是 的 线性 图 数 , 今 
77 (SI) = as 十 六 
其 中 a,b € R 是 常数 .于 是 从 J(0) 一 J(so) 二 0 可 得 a = 6=0， 
所 以 过 JJ, 了 > 一 0. 
当 过 J,T > 一 0 时 ,Jacobi 方 程 化 为 


2 
0= +KTXDXT=D +K), (4. 8) 
5 ds 
于 是 相对 于 向量 场 J 的 正 交 变 分 5, 根据 (4.1 ) 与 (4.8), 有 


L'(0) 一 一 | (全 十 KJ,J)ds 一 0， 
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定理 证 毕 . 

从 分 析 的 角度 看 ,定理 4.4 说 明了 如 果 p 与 a 沿 测 地 线 7》 是 共 
天 的 , 则 7 从 2 到 g 的 弧 长 并 不 是 产 格 极 小 的 ， 

我 们 用 下 例 来 说 明 本 节 中 引进 的 概念 . 

例 设 5° = {(zx,y,2z) € R?; 芭 十 十 x? 二 1) 是 单位 球 
面 ,XX (0,9) 是 在 点 避 E 5 附近 ,由 余 纬度 (纬度 的 余 角 )9 和 经 度 9 
给 出 的 参数 表示 . 考察 在 平行 环 9 = 二 x/2 上, W%= 二 x/2 和 9 二 3x/2 
之 间 的 一 段 弧 , 这 段 弧 是 测 地 线 7. 我 们 假定 以 8 一 % = ;为 参数 
把 它 表 示 出 来 . 设 W(s) 是 满足 W(0) 上 二 1 和 WC0),y (0)) = 
0 的 向 量 W(00) € Tyww《5?) 沿 7 的 平行 移动 . 我 们 来 证 明 ; 向 量 场 

Ji) = (sins)W (ss), s E |0,x|, 
是 沿 7》 了 的 Jacobi 场 ( 见 图 N-9). 
利用 大 二 1 和 W 是 平行 
问 量 场 的 事实 ,我 们 相继 得 到 

2 = (cos s)W (ss), 

DJ 

ds’ 

D*J 


jt XJ XY 
$ 


=— {(— sln s)W (Cs), 


= (— sin s)W (s) 
十 {sin s)W(s) = 0. 
这 束 说 明 J/ 是 Jacobi 场 ,并 且 
明显 有 (0) 二 V(r) 二 0. 所 以 单位 球面 $+ 上 的 一 点 p € S57, 它 的 
对 径 点 9 沿 从 出 发 的 任何 测 地 线 , 都 是 与 p 共 罗 的. 


图 N-9 
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习 题 


1. 证 明 (4.3) 式 ， 
2. 证 明 ; 挑 物 面 z 一 z2 十 凡 上 的 点 户 一 (0,0,0)， 没 有 关于 满 
足 7(0) 二 p 的 测 地 线 7 了 (s) 的 共 谣 点. 


$5 曲率 与 拓扑 


5.1 曲率 与 Jacobi 场 


设 M 是 具有 常数 Gauss 曲率 天 一天 。 的 抽象 曲面 , 则 Jacobi 方 
程 (4.7) 化 为 
y(s) 十 天 oy(3) = 0， (5. 1) 
其 中 “” 表 示 d/ds. 这 时 Jacobi 场 是 : 
7 = y(s)e,(s), 


这 里 es(s) 是 沿 测 地 线 y(s)( 它 的 切 向 量 是 e = 时 ) 的 单位 法 向 
量 . 取 初 始 条 件 
y(0) = 二 0， y(0) 二 a 关 0， 
则 方程 (5. 1) 的 解 是 
I ) 和 在 天 , 盖 0, 则 y(G) 一 < sin(V Kos)/ VK, ; 
I ) 车 Ko = 二 0, 则 y(5) 一 as; 


有 ) 帮 天 ,<<0, 则 y(Gs) 一 &shGv FF 不 ,| ， 


显然 , 仅 当 天。 > 0 时 存在 共 堪 点 ,因为 as 和 a sh| VY |K,|s) 除 
s 二 0 外 ,都 不 可 能 有 和 零 扣 : 
如 果 M 的 Gauss 曲率 天 不 是 常数 ,是 否 有 类 似 的 情况 呢 ? 为 
*。 189 。 


此 , 先 讨论 常 微分 方程 理论 中 的 一 个 结果 . 

定理 $. 1(CSturm 比较 定理 ) ” 设 w(s) 是 方程 w(s) 十 A(s)uts) 
二 0 的 满足 条 件 x(0) 二 0, u(0) = 1 的 解 ;v(s) 是 方程 v(s) 十 
B(s)v(s) = 0 的 满足 条 件 v(0) = 0,v(0) = 1 的 解 .假设 A(s) 之 
B(s). 若 a,6 分 别 是 苔 数 uls) 与 vls) 在 s = 0 之 后 的 第 一 个 零点 
值 ; 则 a 志 5. 并 且 , 对 于 满足 0 二 5 二 5 二 a 的 任意 5 和 si 成立 
UvU(sS1)u(so) 之 Ww(si)vu(so) 和 vv(51) 之 (si), 

注 各 4()>>BG) 则 a < vsi)u(so) 之 ul(si)v(so) 及 
(5S1) 全 23) 

证 明 由 于 x(0) ==v(0) = 1, 故 对 于 0 二: 过 a 的 一 切 ;, 有 
u(s) 这 0; 对 于 0 二: 过 5 的 一 切 s, 有 wv(s) > 0. 假 设 a 二 5, 则 有 


0 = | te 十 Bv) 一 vlw 十 Au) lds 
二 (wv 一 vu) | 十 | 一 A)uvds. 
既然 A4(s) 宇 B(5), 故 (B 一 A)uv 在 区 间 [0,6] 上 的 积分 非 正 , 因 而 
(uv 一 vu) 1% 是 非 负 的 , 即 w(b)v(6) 宇 0. 但 u(6) 守 0 和 vw(6) 二 0， 
出 现 蔬 盾 . 因此 a 雪 刀 : : 
现 设 0 二 ss 二 a, 因 为 


0 一 | [zx 十 Bo) 一 pz 十 4z)jds 
0 
二 (uv 一 vu)|; 十 | — A)uvds 
4 
< (uv — vu) |;, 
故 
Clog v(s) 之 Clog 2 (5 ). 


这 样 ,大 0 ss a，,， 则 v(sS1)u(so) 之 Ul(s1)v (so0). 既然 
lim vl(s0) /ulso) = 1], uu(0) = v(0) 一 0， 
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这 意味 着 z(5s ) 之 wu(ss). 证 毕 ， 
利用 上 述 定理 ,容易 证 明 下 面 的 定理 . 
定理 5.2 设 7(s)(s 之 0) 是 红 长 为 参数 的 测 地 线 , 定 义 KK(s) 
一 KK(Y(s)) 是 测 地 线 上 M 的 Gauss 曲率 肾 数 . 
0 ,一 二 


(TI ) 车 对 于 一 切 s,K(s) < Ki, 则 沿 着 7 在 区 间 | fe 内 


y(0) 没有 共 轰 点 (车 玉 (s) 二 KK,, 则 区 间 为 [0, 一 上 一). 


VK, 
C1) 若 对 于 一 切 s,0 < K。 < 天 (9) , 则 在 区 间 | "| 内 
ni 


K, 


y(0) 至 少 有 一 个 共 轿 点 (车 K。 过 (5), 则 在 | 0, 一 一 -| 内 (0) 


至 少 有 一 个 共 因 点 ). 


Nn 


Ki 
证 朋 设 KK(s) 夺 Ki, 有 HB Ki>>0, 令 BG(s) = K(s),A(s) = 


K,, 应 用 定理 5. 1, 这 时 uls) 的 解 是 sin VKis/VKi. 因 此 ,对 于 0 


二 :二 一 一 , v(s) 不 可 能 为 零 . 这 就 意味 着 , 沿 着 y(s) 具有 初始 值 
VK, 


理解 为 十 co. 


VK, 


内 7(0) 没有 共 赤 点 . 


为 零 的 任何 非 平凡 的 Jacobi 场 在 | 0, 一 三 | 内 不 可 能 再 有 零 解 .所 


VK, 
对 于 定理 中 的 其 他 情况 ,证明 是 类 似 的 , 留 给 读者 作 练 习 . 
推论 5.3 设 7(G)(s 宇 0) 是 弧 长 为 参数 的 测 地 线 并 且 在 


y(G) 上 有 天 。 委 开 (?(G)) 过 Ki, 则 沿 7 在 [0, 一 一 -) 内 7(0) 没有 共 


VK, 


以 ,在 | 0， 
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思 点 ,并 且 在 友 去 内 至 少 有 一 个 共 斩 点 ， 


因为 我 们 总 假定 所 考虑 的 抽象 曲面 M 是 完备 的 ,所 以 值得 考 
虑 的 是 ,对 于 完备 曲面 M ,条件 天 之 开 。>0 蓝 涵 什 么 含义 . 首先 ， 


定理 5. 2 表明 ,每 条 长 度 大 于 x/ VK。 的 测 地 线段 ,其 内 部 至 少 有 
一 个 共 驾 点 (关于 它 的 起 点 )， 

其 次 ,根据 第 一 和 第 二 变 分 公式 ,可 见 这 样 的 测 地 段 林 是 极 小 
测 地 线 . 所 以 ,我们 有 下 面 的 定理 . 

定理 5. 4(Bonnet) 在 满足 天 之 天 ,>>0 的 完备 曲面 M 上, 任 


意 两 点 之 间 的 距离 最 大 不 超过 x/ VK,, 所 以 M 是 紧 致 的 (完备 有 
界 度量 空间 )， 


5.2 Gauss 曲率 非 正 的 曲面 


讽 M 是 完备 曲面 ,我 们 讨论 当 M 的 Gauss 曲率 非 正 时 ,指数 
映射 有 什么 特点 . 为 此 , 先 叙述 两 个 引 理 . 
引 理 5.5 设 在 必 上 KK 才 Ki(Ki 之 0), 定 义 p 二 -全 . 设 y 
VK, 
二 了) ,0 夺 s 人 a < 之 p, 是 从 p= 二 7(0) 到 g ==y(a) 的 测 地 线 , 若 
0 二 0 加 委 上 魏 与 ,是 从 广 到 人。 的 另 一 条 曲线 , 它 可 以 写 为 
b(t) = exp,b (i), 
其 中 5b(z) 是 位 于 B,(0) CT CM) 内 的 一 条 曲线 ,具有 5() 二 0， 
pC) 一 ay (0), 那 么 上 (6) 宇 L(y). 
证 明 因为 K 志 Ki, 从 定理 5.2(1) 以 及 $2 可 知 , 指 数 映 
射 exp,:B,(0) > 1M 是 局 部 可 微 同 胚 . 再 根据 测 地 线 的 最 短 性 , 引 
理 得 证 . 
设 Co 二 C,()， 0t1, 和 Ci 二 CQ),0 过 1 过 1, 是 从 bp 到 
9 的 两 条 曲线 ,车 存在 连续 映射 h.[0,1] x L0,1j 一 和 使 得 对 每 个 
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s € [0;,1], C02) =h(i,s),0tE1, 都 是 从 p 到 9 的 曲线 ,并 且 
Cf) 二 有 h(t,0),C1(2) 二 h(t,1) ,那么 我 们 称 曲 线 C, 各 C; 是 同化 
的 ;曲线 族 C0) = hls,t) 称 为 从 Co 到 Ci 的 同 伦 . 

引 理 $. 6(Kiingenberg,1961) ” 设 Co 和 Cl 是 从 pp 到 4 的 两 条 
不 同 的 测 地 线 , 并 且 工 (C0) 过 (C1). 设 C,0 芝 :过 1 是 从 C6。 到 
Ci 的 同 伦 , 符 天 委 开 (天 之 0), 则 存在 s。E€ [0,1j 和 使 得 
2 开 


所 


证 明 人 $0 于 党 如 <0 时 ,p= 中 ) 因 为 KSK， 
Kk, 
定理 5.2 措 出 ,在 B,(p) 内 从 pp 出 发 的 一 切 测 地 线 都 没有 共 斩 点 ， 
Blexp,B,(0) 是 正则 的 ( 即 最 大 秩 的 ). 车 上 (C。) 之 Pp, 则 不 需 证 明 ， 
到 以 下 我 们 设 (C0) 过 Pp. 令 Co 二 C0) ==10C6(0), 0 声 1 之 是 
7',(M) 中 使 得 Co) = expvCoG) 的 线段 , 它 的 始点 是 0 € T,M， 
它 的 终点 是 gq 一 Ce) € B,(0). 

对 于 充分 小 的 ,曲线 C, 可 以 提升 为 B,(0) 中 从 0 到 2 的 曲线 
C,, 即 存在 曲线 C, 使 C,(1) = exp,C,(1) ,曲线 C,(1) 连续 地 依赖 于 
5( 因 为 exp,1B,(0) 是 局 部 微分 同 胚 ,每 条 CC, 必 终 止 于 9). 

但 是 ,对 于 一 切 yE [0,1j, 这 样 的 提升 C, 不 能 存在 . 因为 C， 
是 测 地 线 , 这 将 使 C 和 Co 相等 ,这 与 假设 C, 尖 Cu 了 矛盾 .所 以 ,对 于 
每 个 > 0, 必 存在 一 个 s = s(e) € [0,1], 使 得 CC B,(0) 与 
B,(0) 的 边界 的 距离 小 于 e. 因此 C, 的 长 度 至 少 是 2p 一 2e 一 
L(C6). 由 引 理 5.5,L(GC,) 十 (C0,) 之 2p 一 2, 这 个 不 等 式 对 一 切 
se< 0 都 成 立 , 故 引 理 得 证 . 

定理 5. 7(Hadamard 定理 ) ” 设 曲 面 M 是 连通 的 , 单 连通 的 和 
完备 的 ,并 且 在 M 上 处 处 有 天 委 0, 则 对 于 每 点 p € M ,指数 映射 

exp, : TCM) -> M (5. 3) 
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(5. 2) 


L(C,) + L(C) > 


是 单一 的 满 的 可 微 同 胚 (换言之 ,MM 可 微 同 胚 于 R) ,而 且 对 于 M 
上 任何 两 点 p 和 4, 存在 唯一 的 连接 它们 的 极 小 测 地 线 . 
证 明 由 于 玉 委 0, 故 可 利用 定理 5. 2, 从 而 (5. 3) 是 正则 的 ， 
并 且 存 在 局 部 可 微 同 胚 .由 于 M 是 完备 的 , 故 映 射 (5. 3) 是 满 的 . 
现在 证 明 (5. 3) 是 1 一 1 的 . 设 存 在 qo,91 € 7,(M) 使 
exppqo 一 expsq1 一 9 和 M. 
令 C(t), 0 过 1 之 1, 是 从 0 到 4G = 0,1) 的 线段 ,于 是 ,C,() = 
exppCilt), i 二 0,1 是 从 pp 到 g 的 测 地 线 .由 于 MM 是 单 连通 的 , 故 C， 
同 伦 于 Ci. 这 样 ,车 Co。 关 Ci, 则 将 和 引 理 5.6 矛盾 ,因为 这 时 


2r/ V 天 = 十 oo0, 故 两 条 不 同 的 测 地 线 不 可 能 同 伦 . 既然 C, 二 
Ci, 因 此 go == qi, 所 以 (5,3) 是 1 一 1 的. 

设 p € M, 由 上 述 讨论 ,对 于 一 切 p > 0,B,(p) 是 测 地 圆 盘 . 
车 给 定 g € M, 选 取 p 沁 dp,q), 则 g € B,Cp). 因此 ,存在 唯一 的 
从 到 9g 的 极 小 测 地 线 .定理 证 毕 . 


习 题 


1. 详细 证 明定 理 5.2 的 (1). 
2. 利用 定理 5.7 证 明 : 在 玉 委 0 的 完备 (连通 、 单 连通 ) 曲面 上 
存在 整体 的 测 地 极 坐 标 系 . 


6 闭 测 地 线 与 基本 群 


6.1 闭 测 地 线 与 基本 和 群 


长 4 是 完备 抽象 曲面 ,C = C() (0 过 1 过 w) 是 M 上 的 非常 
值 测 地 线 , 着 CClw) 一 C00) ,Clw) = C00), 则 称 C 是 周期 为 w 的 闭 
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测 地 线 . 如 果 w 是 使 C(w) =C(C0) ,CCo) = 一 C(0) 成 立 的 最 小 正 数 ， 

例 1 在 球面 $: 上 ,参数 化 的 大 圆 是 周期 为 2r 的 闭 测 地 线 . 

例 2 设 和 MM 是 平 环 ,M 可 看 作 欧 氏 平 面 R? 的 某 个 商 空间 , 即 
在 下 式 定 义 的 Z x Z 的 等 价 算 子 意义 下 . 

(Mn uv EZXZXR:—>G mv+n) € Ri:. 
R 的 测 地 线 ( 直 线 )u(t) = 二 at 二 a0 v0G)= 二 Bt 十 Bb (ez 十 于涛 
0) 禾 盖 了 M 上 的 测 地 线 . 后 者 是 闭 测 地 线 的 充 要 条 件 是 
ai/bi( 或 b1/a1) 是 有 理 数 . 

固定 一 点 bp EM, 令 a(t), 0 过 1 之 1 是 使 a(0) =all1)= 二 pp 的 
M 上 的 连续 曲线 ,用 Q(p) 表示 一 切 这 样 的 曲线 的 全 体 , 即 

2(p) 一 (ta 人 10 委 上 委 1,， a(0) = a(1) = 二 p, al(t) 连续 ). 
各 BC E QC(p), 则 可 以 定义 曲线 
a(21), 当 0 1 过， 
x a(lt) -1 
BL2(1 — 2)], 5 <t<l. 

显然 ,Px alt) € 2(p). 用 1 € 0(p) 表示 常 值 曲线 ,[a] 表示 0Q(p) 
中 一 切 与 < 同 伦 的 曲线 全 体 ,容易 验证 : 若 [8] = [8'],[a] = [ea], 则 
[Bxaj] 二 [Pr xa ], 并 且 [1xa] = [aj; 若 a-1() = a(1 一 Zz), 则 
[ax a '] 二 [1j. 所 以 运算 [a] x [8] = [ex Bj] 是 完备 定义 的 ,并 且 
集合 {Laj|la E 2(Cp)}) 关于 运算 * 构成 群 . 它 的 单位 元 是 [1] , 逆 元 是 
Laj = [o- .这 个 群 称 为 W 在 点 p 的 基本 群 , 用 x,(p) 表示 之 . 

丰 M 连 通 ,9? 是 M 的 另 一 点 ( 见 图 N-10), 则 x.(p) 同 构 于 
m1(9). 事实 上 ,车 Pp 是 从 pp 到 4g 的 曲线 , 则 对 于 [a] € x(p)， 
[pxaxp ']€ x(g), 因 而 映射 [a] 一 [pxaxp-!] 是 同 构 的 .由 
于 这 个 原因 ,对 于 连通 (因而 道路 连通 ) 的 M ,我 们 可 用 zx (CM) 表 
不 它 的 基本 群 ,而 不 必 指 明 那 一 点 . 
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例 3 设 几 二 5S 是 一 球面 ,PE  。 1 

9 ,因为 每 条 曲线 a € 0Q2(p) 是 可 缩 

的 , 即 同 伦 于 和 常 全 曲线 C() 王妃. 所 0 yi? 

以 zw (5°) = 二 {[114}), 这 种 基本 群 叫 做 

平 几 的 . 

例 4 设 M== 7T?(R’: 中 曲面 )， 六 

因为 基本 和 群 与 度量 无 关 , 它 仅仅 与 曲 a a 

面 的 拓扑 性 质 有 关 , 故 我 们 可 在 7" 

上 选取 一 个 方便 的 度量 (例如 ,从 R 

中 诱导 的 度量 ). 设 是 环 面 7 内侧 

的 纬 线 组 成 的 闭 测 地 线 . 固定 一 点 p E a, 令 PB 过 zp 的 经 线 圆 ( 也 是 

辕 测 地 线 ). 大 令 o” 二 axax…xa, a ”二 (a”*) 1!, 则 可 以 证 明 ， 
一 一 一 一 


图 N-10 


每 条 曲线 ?GE Q(p) 同 伦 于 唯一 的 一 条 形 如 a” x Pr 的 曲线 ,这 
(m,n)EZXZ, 了 以 Tm(*) = 二 ZZ XZ( 证 明 留 2 读者, 下 允 才 
[. M. Singer-J. A. Thorpe. Lecture Notes on Elem. Topo. and 
Geom.. ,Springer ,1976). 


6.2 覆盖 空间 与 闭 测 地 线 


设 M 和 好 是 连通 的 局 部 弧 连 通 的 拓扑 空间 ,w : 于 -> M 是 连 
纺 上 映射. 春 ( 工 )A 是 满 射 ; (LI ) 对 每 点 p € M, 存 在 包含 p 的 一 个 
邻 域 UC M, 使 x 1(U) 是 前 中 不 相交 的 若干 开 集 之 和 ,并 有 目 这 些 
升 集中 的 每 个 都 由 py 同 胚 地 上 映 到 UU 上 ,那么 县 称 为 MM 的 覆盖 宰 
间 ,py 称 为 覆盖 映射 每 个 这 样 的 U 称 为 M 上 的 容许 邻 域 

当 府 单 连通 时 ， 则 ”区 为 M 的 通用 覆盖 空间 . 

例 1 设 必 ==5' = {z|z 是 满足 |z| = 1 的 复数 ), 设 村 =RR， 
令 HU:R 一 9 定义 为 i 一 e ESzER. 于 是 R 便 是 单位 圆 
周 S' 的 覆盖 空间 . 
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例 2 设 M=T?, 扩 = R,y: 析 一 M 定义 为 
XIX) = (er ,ez ) ETI, rr ER. 
于 是 R: 便 是 7? 的 覆盖 空间 ,显然 ,R? 是 通用 覆 次 空间 . 

设 胡 是 M 的 通用 覆盖 空间 , 令 p: 好 一 M 是 覆盖 映射 . 设 M 十 
完备 曲面 ,我 们 可 以 取 必 的 坐标 覆盖 {U6。,f。)oe.w 是 由 M 的 容许 邻 
域 组 成 的 , 即 对 于 每 个 a E .x ,p71(U,) 是 析 上 若干 个 不 相交 开 
集 {C。 jer 的 并 集 , 使 得 A| 0 :0U。 一 U。 是 局 部 可 微 同 胚 . 现在 ,我 


们 在 硫 二 UD。 上 定义 可 微分 结构 如 下 : 令 fs = fo* xlo, ,i ET 
fiE 了 


由 于 访 。 产 :一 户 . 方 :因此 这 确实 是 雁 上 的 可 微分 结构 . 而且， 
我 们 还 可 以 在 好 上 定义 Riemann 度量 站 ,使 得 py 是 等 距 映 射 .为 
此 ,只 要 定义 TsCM) 上 的 数 积 gy; 

gs(F,Y) = gr (du( 久 ) ,du(?)) ,对 一 切 文 ,了 € T;(M). 

设 M 的 覆盖 空间 胡 有 一 到 自身 的 同 胚 喘 射 c: 闻 一 好 ,使 得 w 
oo 二 py, 则 o 称 为 CM ,4) 的 履 次 变换 (deck transformation). 设 本 
表示 M 的 基本 群 , 则 本 可 看 作 族 的 覆盖 变换 群 ( 参 考 
1. M. Singer-J. A. Thorpe 的 上 述 著 作 ), 即 大 YET, 则 jg。Y=. 
因此 ?7 必 是 并 的 局 部 等 距 映 射 . 

7 的 共 印 类 是 集合 (7 77 17 ET) ,Y 二 1 的 共 印 类 就 是 1 让 

定理 6.1 设 M 紧 致 ,Y( 了 1) 是 MM 的 基本 群 人 站 的 元 窒 , 则 在 
所 上 存在 一 条 Y- 不 变 的 测 地 线 C, 即 对 一 切 : ER， 有 
YC GD 二 Ct 十 ww). 这 里 | Cp)y|=1,w 二 4(C00),7C(0)), 其 中 
4 是 由 上 的 距离 沙 数 ,在 映射 kw: 李 一 M 下 ,C 投影 为 M 上 周期 等 
于 的 闭 测 地 线 C = 4。C. 闭 测 地 线 C 是 7 的 共 锯 类 的 代表 . 

证 明 ”首先 ,在 怕 的 通用 覆盖 空间 析 上 ,7 没有 不 动 点 . 假设 
不 然 , 有 ?7( 方 ) = PE 股 ,于 是 ,着 (0,,f.) 是 的 坐标 卡 , 则 7 的 局 
部 表示 是 fo。poYo pl。 fi;f(U) 一 f.(U,), 但 因为 kp。Y 二 
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kK， 故 这 是 恒 间 映射 ,这 表明 在 p 附近 7 = 便 同 . 根据 刻 的 单 连通 
性 ,在 让 上 Y= 恒 同 .这 意味 着 7 = 1. 这 与 定理 假设 矛盾 . 

其 次 ,考虑 好 上 的 函数 f(p) = 4(8,y8), 因 为 

d(p,Yp) < Ap,9) 十 5,75) 十 2C075 7 方 ) 
~ d(g,yg) + 2d($,9), 
收 /是 连续 函数 . 设 {p,} 是 让 上 一 序列 ,使 得 limf($,) = w 一 
inff. 固定 p。€ 怕 . 令 4d/2 = M 的 直径 = M 上 两 点 之 间 的 最 大 中 
离 . 于 是 ,对 于 每 个 之 1, 存 在 一 个 y, E 卫 ,使 得 Z7 方 , 方 ) 二 4d， 
所 以 序列 {7,p,} 位 于 紧 致 集 {(p € 下 |4(5。,8) 去 iD) ) 中 (这 个 集合 
和 让 有 界 的 ,而 和 胡 是 完备 的 ). 所 以 {Y,5,) 有 一 个 极限 点 ;如 .对 于 
充分 大 的 ma 07 sp) 一 了 (0770 太太) 接近 w, 而 了 方 接 
近 衫 (yy 1)Y,p, 接近 7,yy2'P'. 但 在 p' 的 固定 距离 范围 内 ,只 
能 有 有 限 多 个 不 同 的 点 7,yy;18' ,所 以 ,存在 7, < 个 ,使 得 对 于 无 
限 多 个 n 和 值 有 
YYY7p’ = yo 了 1 方 '. 

这 表明 : 
d (VoyYiip' ,pp') = w. 
定义 yo 六 二 Pp, 显然 有 4(B,7P) = LT , 方 ) 二 w 

现 设 C()(t E R) 是 满足 CC0) 二, Cw) 二 yz 的 测 地 线 , 因 
为 最 是 测 地 完备 的 ,由 Hopf-Rinow 定理 2. 8 ,这 样 的 测 地 线 存在 . 
我 们 要 证 明 : 对 一 切 zE R, 有 YCG) ==C 十 w). 按 定义 , 当 1 二 0 
时 ,这 是 正确 的 . 当 : E [0,w] 时 , 这 也 是 正确 的 , 除非 测 地 线 
C4 十 w)( 之 0) 和 YCQ)G 之 0) 在 它们 的 公共 初始 点 Ccw) 处 有 
不 同 的 切 向 量 . 但 这 种 情况 不 会 发 生 , 因 为 如 果 出 现 这 种 情况 , 则 
有 

d(C YC < ACA CN) + d(YC(0), YC)) = w, 
这 与 的 定义 矛盾 . 因此 在 [0,w] 上 有 ?Co = CO 十 四 从 而 对 
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一 切 上 上 ER, 有 ?7CG) = C(t 二 w). 

所 以 ,C 在 py 下 的 像 C() = ACOGO 是 财 测 地 线 C(t 十 w) 一 
C(t). 和 定理 证 毕 . 

6.3 紧 致 闭 曲 面 上 的 闭 测 地 线 


如 果 M 是 紧 致 闭 曲 面 ,我 们 有 下 述 定 理 . 

定理 6.2 设 yY:M 一 凡是 没有 不 动 点 的 自身 等 距 . 那么 存在 
一 条 ?不 变 测 地 线 C = 二 CD),t ER, 即 YCG) 二 CG 十 w). 大 7 是 
有 限 阶 的 , 即 若 存在 自然 数 n 放 1, 使 部 二 1, 则 C 是 周期 为 nw 的 
闭 测 地 线 . 

证 明 考虑 函数 1(p) = 4d(p,Yp), 如 同 定 理 6.1 证 明 一 样 ， 
容易 证 明 f 是 连续 的 . 因为 M 紧 致 ,f 在 茶点 bp € MM 达到 极 小 值 ， 
设 为 ,因为 7 了 没有 不 动 点 ,w= 二 1(p) = 二 dl(p,Yp) 放 0. 设 CC2) 是 
满足 C(0) = 二 pp 和 Clw) = 7zp 的 测 地 线 , 于 是 ,和 定理 6. 1 的 证 明 
一 样 ,可 以 证 明 YCG) = CG 二 w). 

若 入 一 恒 同 , 则 立即 可 得 CC0 委 上 委 2o) 是 闭 测 地 线 . 证 
毕 ， 

例 1 平 环 M 具有 通用 覆盖 空间 M = R: ,每 个 平移 r:R: 一 
R: 诱导 出 矿 的 一 个 等 距 r. 等 距 r 是 恒 同 , 当 且 仅 当 r(0,0) E 民 X 
Z. 假设 z 不 生成 恒 同 映射 , 则 存在 = 不 变 的 闭 测 地 线 的 充 要 条 件 
是 + 满足 

r(0,0) EQXxQ 一 ZXZ， 
其 中 Q 表示 有 理 数 集 . 

例 2 球面 5S, 对 径 映 射 是 二 阶 等 距 , 由 定理 6. 2 闭 测 地 线 存 
在 ,就 是 大 圆 ， 

注 上 节 和 本 市 内 容 选 和 目 L15j 中 》6.6 和 》$6.7. 有 关 高 维 
Riemann 流 形 上 的 闭 测 地 线 理 论 ,可 参考 W. Klingenberg. Lectures 
on Closed Geodesics. G. M. Wiss. 230,Springer , 1978. 
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站 题 
1. 试 证 明 本 节 6.1 中 例 2 的 rr(72) 一 ZX 7 


2. 除了 本 节 6.3 的 例 1 和 例 2 外 ,你 是 否 能 再 举 一 个 有 关 存 在 
财 测 地 线 的 曲面 的 例子 . 
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第 五 章 高 维 欧 氏 空 间 的 超 曲 面 


本 章 讨 论 离 维 欧 氏 空间 中 的 超 曲 面 ,这 是 通常 3 维 欧 氏 空间 
中 曲面 论 的 最 直接 和 最 自然 的 推广 . 


1.1 超 曲 面 的 结构 方程 和 曲率 张 量 


攻 了 上 (2 之 2) 是 ?十 1 维 欧 氏 室 间 , 即 具 有 欧 氏 内 积 的 2” 十 

1 维 向量 空 | 在 了 中 ,我 们 可 以 建立 一 个 固定 的 直角 坐标 系 
10; ,s+1) , 即 在 一 固定 点 OE E**'( 称 为 原点 ) 的 n 十 1 个 
到 的 下 下 全 的 单位 本 类似 于 如 第 一 章 所 述 ,下 一: 中 的 一 个 
活动 么 正 标 架 {ziel, ,er41} 是 指 任 一 点 工 E 了 和 在 点 之 的 任 
痘 寻 十 1 个 相互 正 交 的 单位 向 量 e1,…,e,41, 使 得 它们 与 固定 的 向 
最 1,…, 上 ,i 只 差 一 个 保持 定向 的 正 交 变 换 . E*1! 中 所 有 人 么 正 标 


果 的 全 体 科 成- 个 + 1)Ca 十 2) 维 标 架空 间 . 在 本 章 中 , 老 无 
子 别 说 明 ， 拓 标 的 取信 范围 约定 如 下 ; 


ABCy lyn yl, 1, ,nn 
类 似 地 ,E"…! 中 活动 么 正 标 架 的 运动 方程 是 
dx = we,, de, = wie,, (1.1) 
其 中 ww 和 ws 都 是 1- 形式 ,满足 


wi 二 of = 0. (1. 2) 
E” 的 欧 氏 度量 可 表示 为 z 
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F>+1 有 = 2 0) 
对 (1. 1) 两 边 外 微分 ,利用 (1. 1) 和 (1. 2) ,我 们 就 得 到 E”"+! 的 
结构 方程 
dw 一 人 CUP (1. 3) 
dws = ws 人 of 
E"+! 中 的 一 片 (可 微 ) 超 曲面 M 是 R" 的 一 个 开 集 乙 到 E… 的 
(可 微 ) 映射 x : U 一 EE"! ,使 得 像 M = zx(U) 与 局 是 微分 同 胚 . 在 
MC 一 上 ,选取 局 部 活动 么 正 标 架 场 {zjei 9?“”” ”9Cn 十 1 ;使 得 {e;} 
与 M 相 切 ， 而 er+1 是 及 在 E”” 中 的 单位 法 回 量 . 这样 的 标 架 场 称 
dx = we,, co 一 0. (1. 4) 
因此 ,M 的 第 一 基本 形式 (诱导 度量 ) 是 
T= ldrl: = 2 (0)’, 
对 应 的 体积 元 是 
dy 一 WII 人 .… A wr. 
对 (1.4) 的 第 二 式 外 微分 ,利用 (1. 3) ,得 


CO | 人 0 一 0 . 
根据 Cartan 引 理 ( 见 第 一 章 , 8$ 2. 2), 上 式 意 味 着 
wr 一 hw ， h,; 一 h;. (1.5) 
于 是 ,由 (1.1) 有 
de = wie; 十 we = we 十 ae 
(1. 6) 
de = wiiei 一 一 DJ hijwe. 
i 
因此 ,M 的 第 二 基本 形式 是 
ii =— dx 。 de,., = hw on . (1. 7) 


把 (1.3) 限制 在 M 上 ,利用 (1.5) ,得 
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dw = A w, ww 十 ww 二 0， 
(1. 8) 


dow 一 sR A CU 十 02;， 0 * 二 3 Rue 人 w, 


其 中 
Rn = hah — hihi (1. 9) 
(1.8) 和 (1.9) 式 分 别称 为 超 曲面 M 的 结构 方程 和 Gauss 方 


程 . 注意 ,{ow) 是 M 上 的 联络 形式 ,它们 被 (1. 8) 的 第 一 式 唯一 确 
定 , 因 此 是 内 蕴 的 , 即 被 第 一 基本 形式 唯一 确定 . 
设 1:M->R 是 M 上 的 可 微 葬 数 ,类 似 于 第 三 章 的 89. 1,7 
的 ny 可 表达 为 
: 一 fiw, Dj; = df; ~— fw = fiw, 


(1. 10) 
八 f = Df 
由 (1.9) 可 见 ,Rij 具有 下 列 代数 性 质 
Ri TT Kj 一 Ri 一 ij, 
(1.11) 


Riw 十 Ri + Ri = 0. 
当 二 2 时, (1.9) 化 为 
Kiz2 = = hiihz, 一 (六 2) 
上 式 右 边 正 是 E* 中 曲面 的 Gauss 曲率 大 的 表达 式 ( 见 第 一 
昔 ,3. 3.2). 因此 ,这 时 Rizs = 二 大. 一 般 地 ,在 每 点 XE Mte) 张 成 
MM 的 一 个 维 ) 切 空间 ,其 中 任意 两 个 向 量 e; 和 ej 张 成 的 2 维 子 空 
间 称 为 一 个 平 截 面 . 推广 曲面 Gauss 曲率 的 概念 ,我 们 把 Ri 称 为 
这 个 平 截面 的 截面 曲率 ,而 Ri 称 为 M 的 黎 曼 曲 率 张 量 (分 量 )， 
由 (1. 8) 知 ,它们 是 内 荀 的 . 由 (1. 9) 得 
Rx: = > Ri = nHhn 一 Yhiha, (1. 12) 


其 中 
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曲率 相 加 ,得 

R: = ORs = mH 5S; = (1. 13) 
让 
方 . 


1.2 主 曲 率 与 平均 曲率 


对 (1.5) 的 第 一 式 外 微分 ,利用 (1. 8) ,得 
>》, (dh.,, 和 hi 一 hi ) Aw =0. 
应 用 Cartan 引 理 ,可见 
DA -一 dh.,, 一 hss 一 hiw’ -一 hw , (1. 14) 
hi — his; = 0. (1.15) 
由 (1. 14) 表达 的 Dh 称 为 hi 的 共 变 微分 , (1.15) 称 为 超 曲 面 M 
的 Codazzi 方程 ， 
(1. 5) 的 第 二 式 表 明 n Xn 和 矩阵 4 = (4,,) 是 对 称 朱 阵 , 故 存在 


局 部 么 正 标 染 场 te,) 使 得 4 对 角 化 : 
hi; = 46 (1. 16) 


特征 值 4 称 为 超 曲面 WM 的 主 曲率 ,对 应 的 特征 标 架 e 称 为 主 方 同 ， 


0 二 1， 0,: = 2 hh rn. (1.17) 
式 中 是 和 ,…, 的 > 次 初等 对 称 函 数 . 于 是 , 超 曲面 M 的 x 次 平 
均 曲率 太 , 定义 为 
204。 


n 


H, = o,. (1.18) 
| 


显然 ,已 ; 就 是 上 面 定 义 的 平均 曲率 万 .由 (1.13) 与 (1.16) ,可 见 
及 一 za 一 1) 万 ,， (1.19) 
因此 ,E”” 中 超 曲 面 衣 的 2 次 平均 曲率 五 ;是 内 缠 的 . 特别 地 ,Ad 的 
nn 次 平均 曲率 妃 , 是 
她, 一 0 = Mh = det(h,,), 
它 也 称 为 超 曲面 MM 的 Gauss-Kronecker 曲率 . 
注意 到 4 是 行列 式 方程 det (h;; 一 4065) 二 0 的 根 , 我 们 易 见 


det(hs + 47) = 2 oN = DN HX 1.20) 
r 二 0 二 必 
现 令 
S,: = OW) =td),， lArn. (1. 21) 


显然 ,5z 一 5. 根据 牛顿 公式 ,从 (1.17) 和 (1. 20) 得 
一 0or 1 十 ao 一 … 十 (一 1)” oS 二 (一 1)’ro, = 0. 


(1. 21) 
从 (1.21) 我 们 可 用 S,; 表达 o,: 
I 二 Si1， 
g, = (一 S, 十 S?)， 
0, = 3 (25 — 35,S, + S3)， (1. 22) 
站 十 … 十 志士 
和， 一 > ， 《一 1] I Sy. 


Holpe p=- 


i 
i 之 0(1E pr) 
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8 2 ”积分 公式 


2.1 Minkowski 积分 公式 


设 Er'i(n 实 2) 是 n 十 1 维 欧 氏 空 间 , 放 是 E””' 中 紧 致 无 边 的 

定 问 超 曲 面 ( 请 参考 第 三 章 ， $ 1 的 类 似 概 念 ). 设 1T;e1'"' En，Cn+t1 

一 RnR} 是 沿 MH 的 局 部 Darbous 勾 正 标 架 场 ， 中 是 曲面 上 整体 定 
义 的 单位 法 向 量 ,z 也 表示 M 的 位 置 向 量 . 令 

户 ; 一 el p!: 一代。ei (2. 1) 

其 中 pp 称 为 M 的 支持 函数 .根据 (1.10), 利 用 (1.4) 和 (1.6), 我 们 

可 计算 函数 |zj: 二 xz .x 的 Laplacian， 
] 


sdlzl 一 Z dr = pw, 
Dp; = dp;— pw = dr “e+ zx* de — pw = (06; ph,)w, 
Alz = nd + pH'). 
对 上 式 两 边 积 分 ,应 用 Stokes 公式 ,得 
| 4 十 Bi)duv = Vol(M) 十 | adm 一 0， (2. 2) 
其 中 Vol(M) 表示 好 的 体积 ,dvvw 是 M 关 于 诱导 度量 的 体积 元 . 更 


定理 2. 1(Minkowski 积分 公式 ) 设 z:M 一 E+! 是 紧 致 无 


边 的 定 问 超 曲面 , 则 有 
| 六 -don 十 | pHdvw =0, r=1,,n, (2.3) 
其 中 p= 二 x，n 是 M 的 支持 消 数 , 石 , 由 (1.18) 定义 . 
证 明 当 r== 1 时 ,这 就 是 (2.2). 以 下 考虑 > 全 1 的 情况 . 取 
(Tye1 "eisEn41 二 Nn} 是 沿 M 的 局 部 Darbous 么 正 标 架 场 ,使 得 
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{e;) 是 主 方向 么 正 标 架 , 即 (1. 16) 成 立 . 对 于 很 小 的 参数 上 之 0, 作 
平行 超 曲 面 MM,: 


TT—in=r— tie,,l, (2. 4) 
其 中 xz, 是 M, 的 位 置 品 量 . 设 
dx, = wie.,, 
外 微分 (2.4) 并 利用 运动 方程 和 (1. 16), 可 得 
w= (1 + tA )w, (2.5) 
上 式 右 边 i 不作 和 ;因而 它 的 体积 元 是 
dvw = wt A A w= W(t)dvw, (2. 6) 
其 中 
(iD : -TIa 二 i4) = > |” “IHA. (2.7) 
因此 MM, 与 M 有 相同 的 单位 法 向 量 n= 友人 6) 得 
de,+1 一 we 一 we 
所 以 ,结合 (2.5), 有 
— hw = wr = wh = — Nb, 
Bh 
A 
二 人 一 二 项 
这 样 ,MM, 的 平均 曲率 是 
Fy Us 11WGCG) 1 A fn 
二 全 一 nl 之 nn WG) nWO) 一 7 H# 
(2.8) 


其 中 W'() 表示 WCG) 关 于 t 的 导数. 把 公式 (2.2) 应 用 于 MM, 利 用 
(2.6),(2.7) 和 (2.8) ,得 


0 一 | (1 + Hr, * eri)dvm, 


W 
=| {1+ + A tort) er} WA) dvn 
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| (WCG + EW’ Dp — EW'()}dvy 
M nn nt 


n 


= 了 工 | {n(l 十 pHi) 十 SC—7) Ht 
M ”= 二 1 


yr 


十 > Cr 十 D| ， 1 上 | 已 nprjdmw 


一 工 > | 《tc 一 "|)H, 
n 
+ D+ D|,” | 
上 式 右 边 是 关于 上 的 多 项 式 , 由 于 上 的 任意 性 ,注意 到 (一 
| r+ D| ,7” | , 故 (2. 9) 意味 着 (2. 3) ,证 毕 . 
定理 2. 1 是 第 三 章 中 定理 3.6 的 高 维 推广 . 


H,,.ip}dv,t’. (2. 9) 


r) 


2.2 紧 致 凸 超 曲 面 


若 超 曲面 M 的 第 二 基本 形式 处 处 正 ( 或 负 ) 定 , 则 称 M 是 凸 
的 . 类 似 于 第 三 章 8$ 3. 1 的 讨论 ,不 难 证 明 , 紧 致 凸 超 曲面 M 总 是 
位 于 其 中 每 点 的 切 超 平面 的 一 侧 , 即 以 切 点 为 坐标 原点 时 的 文 
持 消 数 pp 不 变 号 , 现在 应 用 定理 2.2, 我 们 可 把 第 三 章 832 中 的 
Liebmann 定理 推广 如 下 : 

定理 2.2 设 z:M 一 EE” 是 紧 致 无 边 的 定向 凸 超 曲 面 ,大 
有 一 个 囊 , = const. , 则 M 是 全 脐 的 , 即 所 有 主 曲 率 均 相 等 ,从 而 
MM 是 一 个 超 球 面 . 

证 阴 设 r = 二 1, 已 一 const.,， 把 (2.2) 乘 已 ;然后 减 去 
(2.3)( 其 中 取 r 三 2), 则 得 


| pam — H,)dvy = 0， (2.10) 


利用 (1. 6) ,我们 有 
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] 一 
= 一 01) 之 0. 
Hi—H; n(n 一 DD 2% i) 1 
由 于 M 是 了 凸 的 ,可 选取 堂 标 原点 使 户 之 0. 于 是 ,从 (2. 10) 可 见 
1 一 … 一 人， 


即 M 是 全 脐 的 ,从 而 MM 是 一 个 超 球面 . 
现 设 7 放 1, 刁 ,二 const. ,把 (2.2) 乘 全 ,然后 减 去 (2.3), 则 得 


| pHIH,— H,,i)dvy = 0. (2.1]1) 
M 


利用 (1. 6) ,我 们 有 
HH,— Hn = SY GAN. 


nn! i + 

(2, 12) 

由 于 4d 是 凸 的 , 故 诸 充 非 零 同 号 ,并 可 选取 坐标 原点 使 户 不 变 号 . 

这 样 , 从 (2.11) 和 (2.12) 可 得 4 =… 二, 即 MM 是 全 脐 的 ,从 而 
MM 是 一 个 超 面 球 . 证 毕 . 

类 似 于 第 三 章 的 8 3 ~ 4, 对 于 E”*! 中 的 紧 致 止 超 曲面 ,也 

有 类似 的 刚性 定理 . 有 兴趣 的 读者 ,可 参考 陈省身 , 熊 全 治 等 的 文 

草 (Chern SS. Formulas for hypersurfaces in Euclidean space and 

thelr applications {to uniqueness theorems.] Math Mech, 

8(1959):947 ~ 956;Chern SS, Hano J and Hsiung CC. A 

uniqueness theorem on closed convex hypersurfaces in Euclidean 


space. J] Math Mech ,9(1960) :85 ~ 88). 
S 3 球面 的 刚性 定理 


3.1 非 负 Ricci 曲率 的 紧 致 超 曲 面 


芭 间 是 2 十 1 维 欧 氏 空间 也” 中 的 紧 致 无 边 的 定向 超 曲面 . 
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如 上 面 所 述 ,取代 ;el "fn 十 1 一 n} 是 沿 M 的 局 部 Darbous 么 正 
标 架 场 ,其 中 严 是 曲面 上 整体 定义 的 单位 法 向 量 场 .我 们 来 计算 M 
的 第 二 基本 形式 模 长 平方 SC( 见 (1.13)) 的 Laplacian. 由 (1. 13)， 
易 得 
5AS = >) hin)’ + PhyAh, (3.1) 
其 中 hi 由 (1. 14) 定义 .再 定义 hi 加 下 : 
Dh = dhii, 一 hii 一 hi 一 hz :一 hiuw, (3. 3) 
对 (1. 14) 两 边 外 微分 ,利用 (1.14) 和 结构 方程 (1. 8) ,可 得 
hi — hi = DJ hi Rain 十 Dh Rg. (3.4) 
利用 (1. 15) 和 (3. 4) ,我 们 就 有 
ANh;; = Dj hiim 一 Dh 一 Dh 十 him Ri 十 Dy hm Rai. 
(3.5) 
从 (3.1) 和 (3.5) 即 得 


FA5 一 >》, (h;)” 十 Dj hs nH; 十 DhuRsn 十 Dy haRinn)， 
1 1 k,l kl 


(3. 6) 
其 中 如 就 是 M 的 (第 一 ) 平均 曲率 ,HH;; 表示 瑟 的 二 阶 共 变 导数 . 
定理 3.1 设 x+:M->E”''! 是 紧 致 无 边 的 定向 连通 超 曲 面 ， 
在 丈 =const. 且 Ricci 曲率 非 负 , 则 M 是 全 脐 的 , 即 所 有 主 曲率 均 
相等 ,从 而 M 是 一 个 超 球面 ， 
证 明 取 局 部 么 正 标 架 场 {e)} 使 得 (1.16) 成 立 . 由 于 已 = 
const. , 则 《3.6) 化 为 


5AS 一 >， (AD 十 3 (4: A,)°R.,... (3.7) 
5 7， 大 | i» 
由 积分 公式 (2.2) 可 知 , 常 数 厂 二 五 , 关 0. 设 zE€ M 是 任 一 


点 .由 (1.12) 有 
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nHAa 二 十 R; 之 0. 
这 表明 所 有 {} 有 相同 的 符号 (包括 为 0). 根据 Gauss 方程 (1. 9)， 
从 而 在 点 工 有 
R,,; = A4, 0. 
因为 点 之 是 任意 的 ,所 以 上 式 在 MW 上 处 处 成 立 , 即 M 具有 非 负 截 
面 曲率 . 
对 (3.7) 两 边 在 M 上 积分 ,应 用 Stokes 定理 , 则 左边 为 零 . 由 

于 (3.7) 右边 被 积 图 数 非 负 , 故 得 

hi = 0. 
代 人 (1. 14), 得 

dA 一 Ar 一 sos 一 0. 

在 上 式 中 今 ;三 7 利用 (1.16) ,可 见 

dX 一 0， 
即 所 有 人 4) 均 为 常数 . 另 一 方面 ,如 同 第 三 章 , § 2, 引 理 2. 2 一 样 ， 
MM 上 至 少 有 一 点 使 所 有 {*} 均 为 正 ( 或 负 ). 因此 ,所 有 {X) 均 为 正 
《或 负 ) 常数 , 即 M 是 凸 的 .定理 3.1 可 由 定理 2. 2 直接 推 得 . 证 毕 . 


3.2 常数 数量 曲率 的 紧 致 超 曲 面 


以 下 ,我 们 用 第 二 平均 曲率 五, 代替 第 一 平均 曲率 五 ; = 万 . 
根据 (1. 19) ,这 等 价 于 考虑 数量 曲率 R. 

定理 3.2 设 z+:M 一 EF”'' 是 紧 致 无 边 的 定向 连通 超 曲 面 ， 
右 M 具有 常数 数量 曲率 和 非 负 Ricci 曲率 , 则 MM 是 全 脐 的 , 即 所 有 
主 曲率 均 相 等 ,从 而 M 是 一 个 超 球 面 . 

证 明 首先 ,正如 第 三 章 引 理 2. 2 一样 ,M 上 至 少 有 一 点 使 
所 有 主 曲率 同 号 . 因此 ,在 定理 假设 下 ,AM 具有 正常 数 数量 曲率 :R 
一 const, > 0. 

取 局 部 么 正 标 架 场 {fe,} 使 得 (1. 16) 成 立 . 于 是 ,M 的 Gauss 方 
程 为 

*2]11。 


Ki; 一 AiA; (z 天 7]). (3.8) 

根据 (1.13) 和 (1.16),(3.6) 可 改写 为 
FAA) = Di)’ + n DAHi 十 让 DO 一 NR 
《3. 9) 
根据 本 章 文 献 [ChY ,下 面 定 闵 的 微分 算 子 LL 是 自 共 示 的 ; 
[1f: 一 2 Hs, 一 h,)f;;, 
即 对 于 任何 也 数 1,g € C*(M) 有 
| ,sDfavw = | /Dedow 


由 此 ， 
[|aH) ~ nHAH—n > 


] 
= 人 AH) ~ nVH) — "2 NH. 
因此 ,(3. 9) 可 改写 为 
| ianB) 二 >》， Ch ) 一 nvVHl|: 十 = >) (A, TT A,)?R;,.. 
top 上 k 和 


(3, 10) 
对 (3. 10) 两 边 在 MM 上 积分 ,得 


Sp ] SN 
| 过 (hia) 一 Hi | 7 克 | 十 5D 2 (CA, 14) Rduw 二 0， 


(3. 11) 
说 XE MM 是 任 一 点 .车 右 (x) ==0, 则 由 (1.13),R== 一 S 志 0， 
这 栖 尺 二 0 下 盾 . 因 此 ,已 (z) 关 0, 从 而 SCr) 放 0. 由 (1.12) 有 
nla = A + R, 完 0. 
这 表明 所 有 {A} 有 相同 的 符号 (包括 为 0) ,从 页 在 点 x 有 
R,; = A 宕 0. 
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因为 点 工 是 任意 的 ,所 以 上 式 在 M 上 处 处 成 立 , 即 M 具有 非 负 截 
面 曲率 ,而 且 $ > 0. 
对 (1. 13) 两 边 微分 ,注意 到 R 是 常数 ,有 
nHH, 一 2 hishin = 0. 
由 此 得 
之 (之 /放大 一 nH’ HD)’ = mH IVYHY. (3.12) 
对 于 任何 确定 的 ,我 们 有 下 列 Schwarz 不 等 式 


(oh ina)? < 5 oa)’. : (3. 13) 
利用 (3. 13), (3. 12) 可 化 为 
人 > hin (3. 14) 


由 (3. 13) 和 (3. 14) 可 见 
2 hs 一 2 Y 五 时 之 >> 芯 mn |VHI. 
把 上 式 引入 (3， 11) , 便 得 
| 天 IE 十 3 > (一 1)2R dv SO C3.15) 
但 上 式 左 边 的 被 积 函 数 是 非 负 的 , 故 从 (3. 15) 可 得 
R, 2 
7 IVHI:=0. 
由 于 RR 是 正常 数 , 故 得 |VHI? = 0, 即 态 是 常数 ,再 根据 定理 
3. 1 , 便 得 证 明 . 证 毕 . 
定理 3.3 设 7:M>E"'! 是 nn 维 紧 致 无 边 的 定向 连通 超 曲 
面 , 右 互 ,= const., 即 M 的 Gauss-Kronecker 有 曲率 为 常数 , 则 MM 是 
全 脐 的 , 即 所 有 主 曲 率 均 相 等 ,从 而 M 是 一 个 超 球面 . 
证 明 由 于 M 是 紧 致 的 ,正如 上 面 所 述 ,M 上 至 少 有 一 点 使 


所 有 主 曲率 同 号 ,不 妨 设 都 为 正 . 因此 ,在 定理 假设 下 ,M 具有 正 
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常数 Gauss-Kronecker 曲率 矿 ,. 又 由 于 主 曲 率 函 数 的 连续 人 性 , 根 
据 恕 , 的 定义 (1.18) ,可见 M 的 所 有 主 曲率 处 处 为 正 , 因 此 , 由 
Gauss 方程 .M 的 截面 曲率 处 处 为 正 , 即 M 是 凸 的 . 再 由 和 定理 2. 2， 
便 直 接 得 证 . 证 毕 . 

注 ”这些 定理 都 可 看 作 经 典 的 Liebmann 定理 的 高 维 推广 . 
尤其 是 ,S. Montiel 和 A.Ros 忆 证 得 : 设 M 是 E” 中 2 维 紧 致 无 边 
的 连通 能 人 超 曲 面 .和 匣 有 一 个 五 , = const., 则 MM 是 全 脐 的 ,从 而 
是 一 个 超 球 面 (Montiel S and Ros A. Compact hypersurfaces : 
The Alexandrow theorem {or high order mean curvature, 
in“Differential Geometry”(ed. Lawson B and Tenenblat K), 
Pitman monographs and surveys in pure appl. math. ,No 52， 
Longman Sci.and Tech. ,1991:279 ~ 296). 

记 杆 阵 4 一 (hi), 令 

B=A— HI, trB = 0， (3.16) 
其 中 了 表示 单位 矩阵 .一 个 简单 计算 得 
HL:=trB =trA nH:=S— nH 之 0，JW 宇 0， 
(3. 17) 
其 中 yx = 二 0 当 且 仪 当 所 有 主 曲 率 相 等 , 即 M 是 全 脐 的 . 

现在 我 们 把 Gauss 方程 (1.9) 代入 (3.6), 利用 (3.16) 和 

(3. 17) ,得 


5AS = Dh) 一 MCA ~ nH’) + nH 人 (trB’). (3.18) 
1，7 ,上 
引 理 3.4 对 于 ” 阶 对 称 无 迹 矩 阵 B, 有 


_ A trB: < 二 (3. 19) 
其 中 等 号 成 立 当 生 仪 当 和 矩阵 BB 有 一 1 个 相等 的 特征 根 . 
延明 用 Lagrange 来 数 法 , 求 trB’ 在 条 件 trB? = ye 下 的 极 
值 , 即 可 得 证 . 证 毕 . 
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定理 3.$ 设 r:M 一 EE"! 是 具有 和 常数 平均 曲率 再 的 nn( 
4 , 则 M 是 全 脐 的 ， 


从 而 M 是 一 个 超 球面 . 
证 明 不 失 一 般 性 ,可 设 刀 >0. 把 (3.19) 应 用 于 (3. 18) ,得 
2 一 2 


l 
人 AD (h.,; ) pC 十 — Hx 一 nH’) 
4 之 vn(n TT ] ) 
HH 
一 _ 卢 ; 2 | — NR | H . 
2 人 ) 天 此 vi 二 (A 十 vn(n 1) ) 
(3. 20) 
H 
因此 , 当 5 入 一 一 -时 ， 一 一 一 一 一 之 0, 从 而 (3.20) 
vn(nO— 1) 的 


右边 非 负 . 对 (3. 20) 沿边 积分 ,应 Stokes 公式 , 便 得 hi 二 0, 即 
所 有 主 曲率 均 为 常数 . 由 于 M 是 紧 致 的 ,M 上 至 少 有 一 点 使 所 有 
主 曲 率 同 号 ,从 而 所 有 主 曲 率 均 为 常数 . 由 Gauss 方程 ,M 的 截面 
曲率 处 处 为 正 , 即 M 是 凸 的 . 再 由 定理 2. 2, 便 得 证 明 . 证 毕 . 


3 4” 极 小 超 曲 面 的 Bernstein 型 定理 


平均 曲率 恒 为 零 的 超 曲 面 称 为 极 小 超 曲 面 . 积分 公式 (2. 2) 
表明 : 欧 氏 空间 E”"*' 中 不 存在 紧 致 无 边 的 极 小 超 曲面 . 本 节 考 虑 
E"” 的 完备 极 小 超 曲 面 , 通 过 曲率 估计 ,给 出 某 些 Bernstein 型 定 
理 ， 


4.1 关于 第 二 基本 形式 的 一 个 估计 


设 +:M 一 EE" 是 n( 之 2) 维 极 小 超 曲面 浸入 . 取 {r;e)，,…， 
eis,en+1 二 ?是 绍 MM 的 局 部 Darbous 乏 正 标 架 场 ,其 中 是 曲面 上 
整体 定义 的 单位 法 向 量 场 . 


今 
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A: =hww, |Al:: =u = >,(h), uu: = |Al. 
由 于 极 小 性 :nH = Dh 一 0, 公式 (1.13) 等 化 为 
民 一 一 > hahin, R=— ww. (4.1) 
利用 (3. 5) 和 (1.8) ,多 得 
> ,jiApn = TT 2 hh, Chen mr 下 十 Ds hm Rtn) 一 1。 (4. 2 ) 
于 是 ， 
2 l 2 2 
UL 人 zt 十 [Vu -一 人 -一 > hi) 十 >》 hissAh, 
了 i 
一 > (RD 一 Wu. 
站 
取 局 部 么 正 标 架 场 {fe,} 使 得 (1. 16) 成 立 .根据 xz 的 定义 和 Schwarz 
不 等 式 , 我 们 有 
Vul’ = 2 ( Dh) 一 2 ( > hihi) u 
< 2 (hx)° = D3 十 和 的 
= 了 有 十 DB (4. 4) 
一 人 乞 | 
< Sp 十 (nO— 1) > h3 = n Yh 
i ji i 
由 Codazzi 方程 (1. 15) ,hx 是 对 称 的 , 故 有 
2 hi = TT 3 > 7 十 3 十 2 hr 


1 上 


> 3 之 1 十 名 
一 -3 十 >7j 十 之 局 


1 天 中 


(4. 3) 


之 一 < jul? + JTul’, (4. 5) 


nn 
其 中 最 后 一 步 的 不 等 号 是 应 用 了 (4.4). 从 (4.3) 和 (4.5) 得 
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uA + w' > vul’. i (4. 6) 


4.2 稳定 性 不 等 式 


对 于 一 张 极 小 超 曲面 WM, 吉 关于 一 切 具 有 勾 致 文集 的 变 分 ， 
其 体积 的 第 二 变 分 总 是 非 负 的 , 则 称 为 稳定 的 ;否则 称 为 不 稳 
定 的 . 由 体积 的 第 二 变 分 公式 (参见 第 五 章 , 3 3),M 为 稳定 的 充 
要 条 件 是 对 任何 具有 紧 致 支 集 的 光滑 函数 1:M 一 R 有 


| 2 fxdvw < | | fF 1rdvw. (4.7) 
M MM 


可 以 证 明 , 欧 氏 空 间 BE”*” 中 的 极 小 图 x"* = 二 F(x!1,… ,x”") 是 稳定 
的 (参见 下 面 $ 5. 1). 
对 于 任何 g 宇 0, 用 wi1f 代替 (4.7) 中 的 f, 则 得 


| ta frdvyw 二 (十 | wu | Tu |? frdvw 十 
M NM 


2(] + 9) | ut f(T fs Vu)dvn + | wt? lf lidon. (4. 8) 
另 一 方面 ,用 xz 户 乘 4. 6) 并 在 M 上 积分 ,得 
二 | ua | Vul’dvy < | Grp 十 wtf Nu)dvw 


_ | rs friduy -| (TFT ust f2) ,Tad dv 
| Mf 

一 | uf*dvw 一 2| uf (Vf, Vudu 
Mm MM 


— (2g 十 D| us fl vu ldon. 
由 此 可 得 
十 2 十 下 | wf lu ldun 
< | wmfidou — 2| un f (Tf ,Tudow (4. 9) 
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其 中 我 们 应 用 了 下 面 的 公式 
div (w+? f*\ wu) 
SAU A 


(4. 9) 两 边 飞 (1 十 g) ,再 与 (4.8) 相 加 ,得 
+o)| 二 十 2g | uP lu ldow 


< qa) wis frdvw + | w+% lyf ldon. (4. 10) 
为 一 方面 ,对 于 任意 的 :之 0, 我 们 有 不 等 式 
2ab 之 ea? 十 二 人 


令 a 二 we|Vul|f1,6 wet1YA 对 于 (4.8) 中 右边 的 中 间 项 和 
用 上 述 不 等 式 以 及 下 列 不 等 式 
Vf,Vw fvVul)vfi, 
可 得 
| us fidon < Geo)Gd To ole ee 


将 (4.10) 代入 (4. 11) ,我 们 有 


| ut2 f2dvwy a ut+2 do 
M 5 十 二 


十 有 | re fdv. 


其 中 PB 是 仅 与 a,e,q 有 关 的 常数 . 当 我 们 取 4 一 /2 时 , 有 


人 一 好 二 1 因此 可 以 取 充分 小 的 e, 使 得 9GL 士 了 二 9 < 1 


4 十 万 qd 十 一 


此 ,对 于 g < \/ 二 ,有 
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| w+ frdou < Bs| 2+9|SZ 太 sdo C4. 12) 
M M 


其 中 pb， 也 是 仪 与 nt,0g 有 关 的 常数 . 
另 一 方面 ,将 (4.8)、(4.9) 相 加 ,利用 与 得 (4.11) 相同 的 方 
法 ,对 于 任意 的 es 盖 0 有 


A 


<ateog| fl vuldow tt (1+) | eVAldow 
也 即 

2 | | pul 

| (1 + e)q’ f° [Vul dvu 


<|[1+ 二 | wtm lyf ldon. (4. 13) 


4.3 Bernstein 定理 的 推广 
定理 4.1(LPPJ) 设 凡 是 一 中 完备 的 稳定 极 小 超 曲 面 , 若 


| Rida 
加 0 < 
B,= {p € MIp(P,P) <r7) 
其 中 Pp 是 MM 中 任 一 点 到 固定 点 ,的 测 地 距离 , 则 M 是 超 平面 . 
推论 4.2 设 MM 是 E"''! 中 完备 的 稳定 极 小 超 曲 面 ,车 | Sdow 
一 co, 则 M 是 超 平面 . 
证明 ”对 于 任意 的 6 之 0 以 及 1 过 s,t < oo 满足， 十 二 一 
1, 我 们 有 Young 不 等 式 
ab eete 一. (4. 14) 
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[Vf 0 pp [VI 
rf: 2+29 VJ | 、、.. 9 一 户 。 户 


< 站 二 E (2+29—p) 十 | 1 eo | | 
现 选取 p 满足 下 列 方程 : 
1 


s(2+29—p)=412g pt=2, -= 十 二 一 1 


解 得 思 一 了 后 5 一 1 十 4,s 一 一 .由 此 , 当 取 充分 小 时 ,我 们 
可 得 
| umfrrmdvw < Bs| wl Tfltmdoy. 4.15) 


固定 一 点 PE M ,选取 MM 中 一 族 子 集 B,， 
B,= {PE MIo(P,P) = 0(P) <r). 
由 MM 的 完备 性 ,B, 是 紧 致 的 且 
M—= U 8B. 


rE (Om0) 


众所周知 ,在 MM 上 几乎 处 处 有 |YVpe| 志 1, 现 固定 r+ 与 9,0 二 9 二 1， 
目 (4.15) 中 的 了 取 为 


f(D) = Or SpoP) Sr 
0 ， OP) 之 > 
则 由 (4. 15) ,我 们 有 
| udvw 
By 


[Wa < Bb, (] 二 0) tt 


上 上 Rdvw py 
SS fs 7 — gira (1 一 0):+2p2+29 3 4 < (4.16) 
令 r 一 co， 人 条件 ,我 人 看 caaou = 0, 这 意味 着 w 一 0, 也 
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即 M 为 超 平面 .证 毕 . 
对 于 欧 氏 空间 E””' 中 的 完备 极 小 图 ”一 下 (cz x")( 即 
一 数 下 定义 在 整个 及 "” 上 ) ,M. Miranda([Mij) 证 上 明了: 


| ds 
lim -一 一 一 一 -一 < co， 
因为 当 2 夺 nn 夺 5 时 ,有 2 十 29 之 3, 所 以 根据 定理 4.1 即 得 
推论 4.3 EE”''(m 二 5) 中 完备 的 极 小 图 必 为 超 平面 . 
注 ”Schoen-Simon-Yua([SSY]) 最 早 给 出 了 用 曲率 估计 方 
法 证明 这 个 结果 ;后 来 L. Simon([LS]) 又 作 了 关于 Bernstein 定 
理 的 高 维 推广 . 1967 年 J. Simons([Si]) 用 几何 测度 论 方法 证 明了 
E”” (nn 委 7) 中 完备 的 极 小 图 必 为 超 平面 . 令 人 惊奇 的 是 , 当 nn 守 8 
时 ， 这 样 的 结论 不 能 成 立 这 是 由 Bombieri-de 
Giorgi-Giusti([BGG]]) 在 1969 年 得 到 的 . 


另 一 方面 , 根据 文献 [An1] 的 定义 ， 六 要 [A ldvw = 


和 和 


M / 的 拓扑 和 指标 有 密切 关系 (LTD 当 
| | Al"dvn < 二 co (4.17) 


时 ,我 们 称 M 具有 有 限 全 数量 曲率 . 

定理 4.4([SZ1]) E”t! 中 具有 有 限 全 数量 曲率 的 定向 完备 
稳定 极 小 超 曲 面 MM 必 是 超 平 面 . 

为 了 证 明 这 个 定理 , 先 引 述 下 面 的 引 理 ,它们 的 详细 证 明 可 参 
考 |SZ1j] 的 定理 2.3 和 3. 3. 

引 理 4.5 设 可 是 EE"t+! 中 具有 有 限 全 数量 曲率 的 定向 完备 
的 极 小 超 曲 面 . 令 {r;} 是 一 正 实数 列 ,满足 7; 一 十 oo( 当 i 一 co)， 
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局 = 二 M = {二 PIPE MCR"™). 


那么 ,对 于 任何 实数 0 二 a 二 二 ,存在 递减 的 正 函 数列 {eCr)}， 使 
得 


A Se), lime()= 0， 
rr 十 oc 
其 中 xz € 用 门 B7T(0,a;,as)( 见 $5, 命题 5.5 的 上 面 ),4; 表 示 及 . 
的 第 二 基本 形式 ， 


引 理 4.6 设 M 是 E”"'(n 之 3) 中 具有 有 限 全 数量 曲率 的 定 
向 完备 的 极 小 超 曲 面 ,那么 ,对 于 任何 正 实数 列 {7;} (一 十 ce) , 序 


列 ( 肢 一 二 M)} 在 Cheeger-Gromov 意 义 下 光滑 地 收敛 到 一 平坦 的 


开 歼 曼 流 形 M., 且 可 在 M- 上 附加 一 点 OO 使 得 MM = MU {0) 
成 为 一 个 完备 度量 空间 . 进而 ,MM.. 羽 刀 于 右 二 过 ”原点 的 超 
平面 的 并 ,O 是 M., 上 仅 有 的 奇 点 . 

定理 4.4 证 明 概 要 对 于 n=2, 已 被 M.do Carmo- 彭 家 贵 
(Bull. Amer. Math. Soc. ,1(1979) ,903~905) 以 及 Fisher-Colbrie- 
R. Schoen (Comm. Pure Appl. Math. ,33(1980) ,199 一 211) 分 别 
独立 证 得 (这 时 不 需要 有 限 全 数量 曲率 的 假设 ). 因此 ,以 下 设 
17- 之 3， 

用 B(r) 表 示 E” 中 半径 为 7 的 球 ,3B(r) 表示 它 的 边界 . 根据 
引 理 4.5 和 4.6, 对 于 任何 正 实数 列 {r;}( 一 十 co), 序 列 { = 


二 M}( 若 有 必要 ,可 取 其 子 序列 ) 光滑 地 收敛 于 E"+! 中 若干 超 平 


面 的 并 .大 其 中 某 个 超 平面 工 的 重 数 大 于 1, 则 对 于 充分 大 的 ，…, 好 
[1 98(1) 的 某 一 分 文 将 是 赤道 球面 工 门 8(1) 的 非 平凡 徐 盖 .但 
这 是 不 可 能 的 ,因为 总 可 以 假定 球面 的 维 数 至 少 是 2( 参 考 [Ty]， 
p. 434) ,所 以 ,这 些 超 平面 都 具有 重 数 1. 
因 为 M 的 全 数量 曲率 有 限 , 根 据 文献 [Ty],M 具有 有 限 多 个 
。222 ，。 


端 (end), 且 每 个 端 都 收敛 到 唯一 的 一 个 重 数 为 1 的 超 乎 面 . 这 就 
意味 着 ,在 M 的 某 个 紧 致 集 外 边 ,M 的 每 个 端 都 是 无 穷 远 切 空 间 
上 具有 有 界 斜 率 的 图 . 根据 LScj] 的 命题 3, 存 在 一 致 常数 C ,使 得 
对 于 任何 PE M 门 68B(r)( 当 rr 一 十 oo), 有 估计 


141(BP) 科 CA (4. 18) 
此 外 ,由 LAn |] 的 定理 4.1, 存 在 一 致 常数 C' ,使 得 
VolCaf ff BG)) 过 Cr (4. 19) 


因此 ,利用 (4. 18) 和 (4. 19) ,我们 有 
| [A lidv, = im | [A ldvw 
MM recoy MN Br) 


[中 十 1 
之 C+ lim | > | 14lsdow| (4. 20) 


Fr- -CCx 


N CBUE+ DN\B)) 
之 C+ lim Cl D> | 二 十 oo. 
册 根 据 定 理 4. 1, 就 得 定理 4. 4. 
把 定理 4. 4 与 文献 LTyj 的 结果 结合 起 来 , 便 有 
推论 4.7 设 必 是 E""'(n 志 6) 中 定向 完备 的 稳定 极 小 超 曲 
面 . 大 M 的 体积 增长 满足 


CR B(r)) < 一 ww 


[lim 


ro oo 


其 中 B(r) 表示 区 + 中 半径 为 > 的 球体 , 则 M 必 是 超 平面 . 
4.4 定理 4.4 的 另 一 证 明 


这 个 证 明基 于 下 列 一 些 引 理 . 
引 理 4. 8([An1l]) 设 M 是 E"+! 中 具有 有 限 全 数量 曲率 的 定 
向 完备 的 极 小 超 曲 面 ,车 M 只 有 一 个 端 , 则 M 是 超 平面 . 
设 已 是 完备 黎 曼 流 形 M 的 一 个 端 .车 EE 上 存在 满足 Neumann 
边界 条 件 的 正 Green 函数 , 则 已 称 为 非 抛物 端 ( 见 [LT]). 
引 理 4.9([CSZJ]) 设 人 MM 是 E"'!(n 之 3) 中 的 定向 完备 极 小 
II3. 


超 曲 面 ,那么 ,M 的 每 个 端 都 是 非 抛 物 端 . 

引 理 4.10(LT]) 设 必 是 完备 黎 曼 流 形 , 用 昌 H'(CM) 表示 MM 
上 能 量 有 限 的 有 界 调和 函数 的 空间 ,那么 ,M 的 非 抛 物 端的 个 数 
不 大 于 空间 H°'(M) 的 维 数 . 

根据 这 些 引 理 , 我 们 只 要 证 明 下 列 命 题 . 

命题 4.11 设 几 是 BE”+! 中 具有 有 限 全 数量 曲率 的 定向 完备 
稳定 极 小 超 曲面 , 则 M 上 不 存在 非常 数 的 能 量 有 限 的 有 界 调 和 函 
数 . 

证 明 ”用 反 证 法 . 设 F 是 M 上 非常 数 的 能 量 有 限 的 有 界 调和 
图 数 . 这 就 意味 着 

AF =0, | IVFldov= | ldF lidvw < 0. 


取 {Xx ;el,*'* ,essen 一 n) 是 沿 M 的 局 部 Darbous 么 正 标 架 场 ,由 
(1. 10) 有 
ldF|* = 2 CF)’, 人 Ff = D> Fs;, 


其 中 F; 和 A; 由 下 式 定义 ;: 


Fw =dF, Fw= dF,— Fw. (4. 21) 
对 (4. 21) 的 第 一 式 两 边 外 微分 ,应 用 (1.8) 和 (4. 21), 得 
Fw Aw=0, F,=F,. (4. 22) 


定义 Fj 如 下， 
Fixw = dF, — Few 一 Fiwk. 
对 (4.21) 的 第 二 式 两 边 外 微分 ,应 用 (1.8), (4.21) 和 (4. 22) , 可 
得 
本 Fi; = 2 FR (4, 23) 
因此 ,我 们 有 
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zsAldF! 一 人 17 十 2 FF, 一 2 本 十 2 FPR 


(4. 24) 
其 中 R, 二 Re, 并 应 用 了 下 的 调和 性 全 ”一 > Fi=0 
下 局 部 勾 正 标 架 场 (6} 使 得 (1 16) 成 立 . 由 (1. 12) 及 极 小 性 
> 一 0, 可 见 对 任何 J 有 


Rj =— = — | 
4 

i 

— ]} 一 | 


Si 一 4 
2% 一 1141， 


因此 ， 
2 Fp, Al dFl’. 
这 样 , (4. 24) 化 为 
二 AldF 之 Sry — IANdFl’. (4.25) 
另 一 方面 ， | 
A 
< |dF| OF 7 = = 2 
因此 ， 
FAldFl = IdFIAIdF| + |V 1drll 
dFIAldF| 十 > FS 
从 它 与 (4. 25) 就 得 | 
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IdFIAIdF| + lAl:|dF|:> 0. (4. 26) 


固定 一 点 x € MM, 用 B,(r) 表示 M 上 中 心 在 x 半径 为 7 的 测 
地 球 . 我 们 选取 截断 基数 少 如 下 


1， Vv B,(r/2); 
y — | vy M\B, (lr); 
ldy| 过 cc/r, (c= const. ). 


在 (4.7) 中 取 f= yldF|, 利 用 (4.26) 和 Stokes 公式 ,我 们 有 
o< | {vgldr Dl — |Al:gIdF | }dvn 


ni 


= | (一 gdFIAGIdaFD — 1Al’p ldF | }dow 
=— | ydFI{AIdF| + oAl ldF |)dow 
] 2 2 
— 记 | 141dF lidvw 
-2| $IdF (VIdF|, Vy)don — | dF :yA Ydvw 
M mM 
过 一 二 | dF lAldou — 3| (VIdFl, TY)don 
一 | daFlyAydw 


=— | wldr lAldo + | dF lA do 
了 JM 


— | ldF lgAydvn 
了 
一 一 二 | yg 1dr ||A|dvu +| laF | To) ?dv 
M M 

1 £2 
< 一 2|412 eC 

|, IdF | 4 dzw 十 |, [dF | “dvw. 

As 


7 一 cc, 虱 伏 下 的 能 量 有 限 , 则 上 式 意味 着 在 M 上 有 |dF||14| 
二 0. 如 然 顾 不 是 常数 , 则 141 = 0, 即 MM 是 全 测 地 的 E”. 这 与 E”" 上 
不 存在 非常 数 的 有 界 调 和 函数 ([Ya]) 矛盾 . 证 毕 . 
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$5 ”常平 均 曲 率 的 完备 超 曲 面 


5.1 常平 均 曲 率 图 


设 MM 是 n 十 1 维 欧 氏 空间 E”1! 中 具有 常平 均 曲率 的 定 癌 超 曲 
面 . 若 对 于 任何 具有 紧 致 支 集 的 函数 1: M 一 R,M 的 第 二 基本 形 
式 4 总 满足 下 列 不 等 式 : 


| vf ldon > | 4PPdow C5. 1) 
MM M 


则 M 称 为 强 稳定 的 . 这 是 稳定 极 小 超 曲 面 的 一 种 推广 . 

设 和 10O;El,* ,上 ,+411 是 nt 1 维 欧 氏 空 间 E”™ 的 固定 么 正 标 
架 , 对 应 的 点 坐标 为 {z ). 方程 

T= F(x ,7T") (5. 2) 

确定 了 Er' 的 一 张 超 曲面 , 称 为 非 参数 化 超 曲 面 , 也 称 为 图 
(graph ). 

命题 5.1 E"'' 中 的 常平 均 曲率 图 M 是 强 稳定 的 . 特别 地 , 极 
小 图 是 稳定 的 . 

证 朋 ”选取 局 部 活动 乏 正 标 染 场 (z;el，… ,en+1) ,使 得 (ei) 与 
M 相 切 ,而 esi! 是 以 在 E"”” 中 的 单位 法 向 量 .由 (5.2), 令 


aF 
pi=5i We= 1+ 之 可 之 1 (5. 3) 
图 (5. 2) 的 单位 法 问 量 可 取 为 
En 十 1 一 (DpiE, E,.1). 


于 是 ， 
AK: = er" Er =— 1/W. 


因为 M 的 平均 曲率 H = 二 > hs 是 常数 ,利用 (1. 6) 和 (5. 3) , 容 
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易 算 得 
人 Ar 三 一 | 4 AH， 
有 


WA 十 |= 一 14l (5. 4) 
设 /: MR 是 具有 紧 致 支 集 的 函数 , 取 & 一 /W, 则 有 
立正 = 辣 IYgE 二 2 章 | 7g VW]|+ vw 


(5. 5) 
因为 
div fgv | 市 |]== PwA| 市 |+ 2 务 | Vg | 页] 
+ glvV| 南 | 2， 
所 以 ,(5.5) 可 化 为 
V/A- vel 一 PVA 而 + div Hgv| 刺 | (5. 6) 


由 (5.4), 《5.5) 和 (5.6), 应 用 Stokes 公式 ,我 们 就 得 
[vA AF)dow = | | ITA + FWA| | | don 


_ | 高!Vsl'dvw 之 0. 
这 表明 (5. 1) 成 立 . 证 毕 . 
1965 年 陈省身 先生 得 到 下 列 结果 . 
定理 $.2(LChrj) EkE”*” 中 完备 的 常平 均 曲 率 图 其 实 是 极 小 
图 
因而 当 2” 委 7 时 ,由 Bernstein 定理 的 高 维 推广 ,这 样 的 常平 均 
曲率 图 只 能 是 超 平面 .下 面 我 们 将 对 此 作 某 些 推广 . 
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5.2 常平 均 曲 率 超 曲面 的 曲率 估计 


现在 我 们 考虑 E”"1! 中 一 般 的 (参数 化 ) 常平 均 曲 率 态 超 曲 面 
M. 根 据 (3.16) 和 (3. 17) ,我 们 有 
引 理 5. 3 ”对 于 也 中 的 常平 均 曲 率 超 曲面 AM， 


2 72 4 
和信 IB 上 过 cr IB (5.7) 


证 明 由 (3.18) 和 (3. 19)， 
asAlB| = |VAl + 1B| aF ~— 18|:) + nH(trB’) 


一 |BI'+nH|BI:—n|HI 2 |B 


vn(tnom 1) 
把 下 列 不 等 式 应 用 于 上 式 右 边 即 可 得 (5. 7): 
nH:1B|? 二 名 一 181'> vn lH Bl 


证 毕 . 

引 理 5. 4(Sobolev 不 等 式 ) 设 M 是 E"+l 中 的 常平 均 曲 率 瓦 
超 曲 面 , 则 存在 仅 与 有关 的 一 致 常数 C(z) ,使 得 对 任何 函数 太 E 
CoCM) 下面 的 Sobolev 不 等 式 成 立 : 


[| pan 过 CC)| | 17f hdow 
十 (| 五 | 十 D| frdvn) (Y 一 2); 
Cii) [bad 


<co(| YAldov+ Be| fdvw) (¥ n= 3). 


证 明 根据 LHSj」, 存 在 仅 与 "有 关 的 一 致 常数 Ci(n) ,使 得 对 
任何 函数 f € CLiCM) ,成 立 下 列 不 等 式 ， 
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[so <<Cioa| | Vfldon 十 HI| flavw). 
” 当 % = 二 2 时 ,在 上 式 中 用 | 代替 |f|, 易 得 
(fifavw)’ < ea) (2f 7 Vfldon t+ IHI| frdvn] 
<coal| Ivf hdo 十 《1 十 HD| fdow). 
当 n 之 3 时 ,用 |f| 让 2 代替 |f|, 并 利用 Holder 不 等 式 , 可 


得 
rao) < 2 Dem(( fv ldo 


m3 | 


+ HI | fdvw) "). 

上 式 两 边 平方 , 即 可 得 (11), 证 毕 . 

为 简单 计 , 定 义 下 列 记号 

B(r): 二 M 上 半径 为 7 ,中 心 在 某 点 OQ € MM 的 测 地 球 ，; 

Bol(r) : 一 M 上 半径 为 + ,中心 在 给 定点 Q@ € MM 的 测 地 球 ; 

BI (r,aias) : ~ Bla, — rr)\Bla, 十 7) ,其 中 0 二 a 二 a,, 有 HH 
0 达 7 (a, — a1)/2. 

命题 5.5 设 M 是 杞 ”中 定向 完备 的 常平 均 曲率 鼠 超 曲面 ， 
ai 和 az 是 满足 as 之 ai 的 两 正 实数 .假定 存在 正常 数 6 使 得 


sup 1B|: 守 0. (5. 8) 
(0,2a] ,a,.—a]) 
那么 ,存在 一 个 仅 与 2 ,总 和 有关 的 一 致 常数 eo0(n,H,o) ,使 得 奇 
| Bl'dvy < 6, C5. 9) 
Blt(0,al ,4a,) 
则 
， 2 
sup (于 sup B17’ <eil| Bl"dvwy| ， 《5. 10) 
0 和 rs:ai Bir,a 29 ) B10,a) 40) 


证 明 以 x 宇 3 的 情况 进行 证 明 ,n = 2 的 情况 是 完全 类 似 
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的 .由 于 MM 定 问 , 故 不 妨 设 于 之 0. 
选取 r。E€ [0,a1 | 和 Qo E BT(ro,al,as) 使 得 


r? sup | 已 | 一 max | 7 sup B17 (5.11) 


Bil (ro a) ,27 ) 0Sr&a) BT(r.a) ,CD ) 
和 
IBol:= 1BI?(Q) = sup | 如 | (5. 12) 
Bl (rg ,al 4,) 
显然 ,从 (5.8) 和 (5. 12) 得 
| 至 中 之 sup 18 之 宁 . (5. 13) 
BT'(0,2a) ,4,.—a)) 


根据 。 和 Vo 的 选取 ; 易 见 
sup |B8|: 夺 sup Bl 4 sup 1B|: = 4|B,|’. (5. 14) 
roa :02) 


Bo (ro/2) BT (ro/2 a a,) 


令 


bp: = | IB "dvw， 
BI(0,al A,) 


则 只 要 证 明 当 5 二 & 时 z 
re|Bol’ < (e006), 
其 中 汪 >0 是 某 个 仪 与 %,H 和 6 有 关 的 一 致 常数 . 我们 用 反 证 法 . 
假定 对 任何 充分 小 的 满足 (5. 9) 的 eo 都 有 
ret|Bo|’ > (es 1b. (5. 15) 
设 g 是 E”*™!' 的 欧 氏 度量 . 作 相 似 变 换 
g = 4(er'b) ”|Bo|’g, 
并 用 带 “ 一 ”的 字母 表示 关于 新 度量 5 的 对 应 量 . 由 (5.15) 可 见 
Bo (1) C Bo (ro/2). 
再 从 (5. 14) 就 得 


sup |B|? < 7 (e016) "|Bol sup |B|?| (5.16) 
Bo ("0/2) 


Bo 0) 
委 (eb = 4|B(Q)| = 4|B,|’ < 1, 
其 中 最 后 一 个 不 等 号 根据 (5.14). 而 且 , 从 (5.13) 有 
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| Bra <| lBhdon<| Blvdo 去 6 
Bo 1) ) 


Bo (2/2 BT(rO/2,4) 0a,) 
(5. 17) 
及 
应 = (eb) |B H < H/26. (5. 18) 
由 引 理 5. 3, 我 们 有 
2 
六 | 方 |2 ~ Fx 4 ， 
其 中 人 表示 关于 g 的 Laplacian. 若 记 
f: = |B|’, 
则 上 由 (5.16) 得 
~ pn° ~ 
7m/ Vv Po, tl). (5. 19) 


对 于 某 个 待定 的 7E CCBo (1)), 在 (5.19) 两 边 乘 开户 -1( 常 
数 “之 2) 后 积分 . 应 用 分 部 积分 ,可 得 


Ca 1 一 | Tf Gf do 
Ql) 


” 了 ax 12 一 n” | 2 fa ~ 
三 si V7 dvn 2(n 一 工 ) Bo fdvn, (5.20) 
其 中 e(> 0) 是 任意 实数 . 另 一 方面 , 易 见 
| [Vf ) dvn 
Bo (1) 


2 
= | FG +t | Fl 
Bo (1) Bo 0) 


+al nf TF TN (5. 21) 
Bo 01) 

af a 2 fa 2 CF p12 
< 和 [了 二 | Ad 


0 
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0 a | 7p | 2 ~ 
十 | 下 7 J V7 dvu. 
把 (5. 20) 代入 (5. 21) 并 取 6 == 1/2, 可 得 
| Vf") |idvw 
Bo 0) 


- ala 十 1)n’ » fa ~ 
A424 — 3) — 1) Ba fovu 
3(a° | | a | 人 2 
+ 24a 一 也 woo V7 的 020) 


<oCon| IT9l? + Ffrdon, 
Qo 


其 中 Ci(n) 是 仅 写 nn 有关 的 一 致 兽 数 . 
把 引 理 5.4 应 用 于 图 数 7j” ,并 利用 (5. 18), 则 有 


nO— 2 


. | (f°) ido 


B,, (1) 
Qo 


2 


Sc) Tf do + Cm) | 有 da 
1) op 0) 


Bo 40 J8 
(5. 23) 
把 (5. 22) 代入 (5. 23), 得 
，， 
上 (CF f°) dv 
| Ho, (1) 
< oc, 0)| Tol + fdom, (5. 24) 
Q, ] 1 


其 中 C2(n,0, 右 ) 是 一 致 常数 ,x(> 2) 是 任意 常数 . 
对 于 有 一 0)1;2 0 令 w 一 22201002 一 2)m 二 (1/2) 十 
(1/2*" 1), 选取 NE€ Cs(Bo (ri)) 使 得 
人 = 1,PE€ Bo (+t 1), 


Yn) < 2 和 2， 
733 . 


用 a 和 7 代替 (5.24) 中 的 a 和 7, 得 
| fine es S 2C2and*t a | fl oa wy (5. 25) 


en k+1) 
> l/a . 
其 中 fow = | ,fdow| .根据 (5.25), 对 了 使 用 标准 
的 Moser 迭代 ,可 得 
f (Q,) 一 Bl < Coca | dm 
oo 


1/2 


~ 1/2 
2C,(n,60,11) | 已， [本 ae ， 


其 中 Cs(n,6, 如 ) 是 一 致 常数 ,最 后 的 不 等 号 是 根据 (5. 16). 这 样 ， 
由 (5.17) 及 f 与 5 的 定义 ,就 有 


IB 4(C,0n,6,H)): | 1B da 
sa， 


< 4(Cs(n,6, 9))7 Vol( Bo (1))) 


2 
|] Bl"dy,)” 
B, (CU 
[| 


< 4(Csln,6,H))’:( Vol(Bo (1))) 7 pt. (5. 26) 
考虑 度量 为 g 的 E" 中 具有 常平 均 曲 率 应 的 超 曲 面 M, 由 MM 
的 Gauss 方程 ,MM 的 截面 曲率 玉 ， 满足 
> 1 x 1 nypy; 
Kw 之 > 14 | > 1B| 7 人 
利用 (5. 16) 和 (5. 18) ,从 上 式 可 得 
zz ] 7 0 nH 
Kvlaa 之 Fg ;|1+ Sr) 
从 而 由 体积 比较 定理 有 


其 中 VCn,6 1 的 n 维 空间 形式 中 单 


位 测 地 球 的 体积 . 由 (5. 26) 和 (5. 27) 得 
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1B,|? Cn,6,H)b’, (5. 28) 
其 中 Cn,6, 怠 ) 是 仅 与 a,6,H 有 关 的 一 致 常数 . 把 (5.16) 中 的 
等 式 (er lz = 二 41Bol? 代入 (5. 28) 的 左边 ,得 
eo 之 27 "(Cn,6, HH))-". 
但 当 so 充分 小 时 ,这 是 不 可 能 的 . 这 个 矛盾 就 证 明了 我 们 的 命题 . 
证 毕 . 


5.3 具有 有 限 全 浊 率 的 荣 平 均 曲 率 超 曲 面 


我 们 先 引 进 下 面 的 含义 . 


| 18ldow， (5. 29 ) 


称 为 M 的 全 曲率 . 对 于 极 小 超 曲面 ,这 就 是 全 数量 曲率 . 

容易 验证 ,全 曲率 是 一 个 共 形 不 变量 . 作为 定理 5. 2 的 某 种 推 
广 , 我 们 有 下 列 定理 [SZ2]. 

定理 5.6 设 MM 是 E”+! 中 完备 非 紧 的 定向 的 常平 均 曲 率 超 
曲面 ,车 M 是 强 稳定 的 且 具 有 有 限 全 曲率 , 则 M 必 是 超 平面 . 

推论 5.7 BE+: 中 具有 有 限 全 曲率 的 完备 常平 均 曲率 图 必 是 
超 平面 . 

为 了 证 明 这 个 定理 ,我 们 先 证 明 两 个 引 理 . 

引 理 5.8 设 必 是 E"t! 中 完备 非 紧 的 常平 均 曲 率 ( 玉 去 0) 超 
曲面 ,那么 ,对 于 任何 > > 2x/ 1 |, 必 有 


HH: 
2 
Sub, 1iB|* > pe (5. 30) 
证 表 用 反 证 法 .假设 
H:’ 
2 
SUD 1B|: 过 pe (5. 31) 


不 失 一 般 和 性 ,可 设 鸠 全 0. 取 { 福 ;ei 9 ”Enoen+l 一 n} 是 洽 AM 的 局 部 
Darbous 义 正 标 架 场 ,使 得 (1. 16) 成 立 . 从 (3.16) 可 见 
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1 _ 2 4 Ay)? 
一 20 1)2 一 pe A,)?, 


由 此 得 


A VnlB|l<A 和 i+ VB 
上 式 两 边 对 j 作 和 , 则 有 
H— vn|B|I<A<Z<H+ vn|Bl. 
再 根据 假设 (5. 31) ,得 
A 宇 H/2, VY BT (O,r,57)., 
于 是 ,由 Gauss 方程 ,M 的 截面 曲率 Kw 满足 
天 之 玖 [4 人 王 0，V BT(O,ry5r). (5. 32) 
令 2 是 M 上 的 距离 函数 ,PE 9B(3r). 于 是 ,Bp (3r/2) CC 
BI(0,7,57). 取 了 PE€ Br (3r/2) 使 得 pC(P,,P1) = 5r/4. 因为 人 MM 是 


完备 的 , 故 存在 极 小 正规 测 地 线 y C Br,| 了 7| 使 得 YC0) = P。 和 


Y() = Pi, 这 里 /一 之 r. 设 V 是 沿 7 的 平行 向 量 场 ,满足 (0) 上 
V (0), 则 以 为 变 分 癌 量 场 的 骤 长 的 第 二 变 分 公式 是 
Ly(0) 一 一 | (sinnsV ， 一 nsinnsV + ROY' (Gs), sinnsV IY’' Cs) yd5 


{ 
一 | sin’ ns (ns -一 [天 ,了 ) )ds. 


车 1 = pCPo,Pi) > 2x/ 晶 , 则 因为 YC Br| 方 r| C BT(0,7， 
57),《5. 32) 式 将 给 出 之 v(0) 二 0, 但 这 与 是 极 小 正规 测 地 线 予 


盾 . 所 以 ， 


(一 0OCDP 局 ) 近 27/ 克 . 


2 D 
HH PoP ) = LL. 


这 个 矛盾 就 证 明了 我 们 的 引 理 . 证 毕 . 
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引 理 5.9 设 M 是 E"*! 中 完备 定向 的 常平 均 曲 率 (H 了 0) 超 
曲面, 令 ai| > [站 [| 和 as( 之 1121) 是 两 正 实数 ,那么 ,存在 仅 与 ” 
和 已 有 关 的 正常 数 @ = eoln, 如 ) ,使 得 当 

| lBhdv <e 


| "a 


时 ,有 


sup I sup 1817 <ai(| Bh'd 


rr 人 a BI{V.a) ‘a 


证 明 根据 引 理 5.8, 对 于 上 述 滑 数 aa 和 a;, 我 们 有 
BO 2 了 上 一 空 2 > 全 
再 根据 命题 5. 5, 即 可 得 引 理 5. 9. 证 毕 . 
定理 $5.6 的 证 明 不 失 一 般 性 ,可 设 召 宇 0. 全 曲率 有 限 意味 
着 存在 递减 的 正 函 数 {e(r)) ,满足 lim,.,。,elr) 一 0, 使 得 对 于 充分 
大 的 rr 有 


| lBhdv < er). 
M\BIr) 
特别 有 
| Biao 和 | lBldv < er). (5.33) 
BT(0,r, 11r) M\B(r) 
由 (5. 33) 并 利用 引 理 5.9, 可 见 车 及 闫 0, 则 存在 仅 与 x 和 石 
有 关 的 正常 数 6 = eoln, 厅 ) ,使 得 对 于 充分 大 的 + 之 窜 和 e(r) < 
é,。 有 


2 
2 nn 
<eil| Bl'dy| 之 1. (5. 34) 
BIO,r,Sor) 


(5. 34) 意味 着 
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lim (S$up,,1B81’] =0. 
这 与 引 理 5. 8 矛盾 .因此 , 妃 = 0. 再 根据 定理 4. 4, 就 得 定理 5. 6. 
证 毕 . 

根据 定理 5.6 的 上 述 证 明 ,我 们 有 下 列 推论 (LSZ2]). 

推论 5.10 设 必 是 E”' 中 完备 定向 的 常平 均 曲 率 超 曲面 . 
右 内 具有 有 限 全 曲率 , 则 或 者 M 是 极 小 超 曲 面 ,或 者 M 是 紧 致 超 
曲面 . 

注 记 。E”*?* 中 的 一 片 (可 微 )n 维 子 流 形 M 是 R" 的 一 个 开 集 


U 到 E” ?的 (可 微 ) 映射 + : U 一 E"1?, 使 得 像 M = x(U) 与 U 是 
微分 则 肚 . p 称 为 子 流 形 M 的 余 维 数 . 超 曲面 就 是 余 维 数 为 1 的 子 
流 形 . 命题 5. 5 和 推论 5. 10 都 可 推广 到 子 流 形 的 情况 ,请 参考 文 
献 LShy]， 


3 6 平均 曲率 流 


本 市 简单 介绍 E"*' 中 超 曲 面 的 一 类 特殊 的 单 参数 (如 时 间 参 


ail 


6.1 平均 曲率 流 方程 


设 M 是 nn 维 光 滑 流 形 , 并 设 
y(XT,t) :ME”’:, rxEM 
是 E”* 中 一 族 单 参数 t 的 光滑 浸入 超 曲面 {M,} ,使 得 M, = M， 
y(7,) 为 MM, 在 E”'' 中 的 位 置 向 量 .在 MM 的 局 部 坐标 系 {x') 下 ,AM 
的 黎 曼 度量 (第 一 基本 形式 )g (x,t) 和 第 二 基本 形式 A(x,1) 可 表 
不 为 
Bg(TL) = gi x,t) dr' 0 dz gi (TL) 一 yi。yi) 
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(zi = hx)dr DB del, h(xst) = yn 
其 中 nCzwt) 是 M 的 单位 法 向 量 ,y; 一 3 ,ys = 3 这 7，…” 表示 
E”*! 中 向 量 的 内 积 . 于 是 ,MM, 的 平均 曲率 是 
HOzst) = Tg Rrzt), (es) = (gt. 
向 量 方程 
Sy (zst) — nH((rtn(r,t), TEM, 1 >0 (6.1) 


称 为 于 二 曲率 流 方程 ， 人 pe 


向 量 方 向 按 六 均 昭 率 大 小 的 形变 ， en 
属 颗 粒 表面 的 性 态 . 
类 似 于 EE 中 的 曲面 论 ,E”" 中 超 曲 面 M， 的 
Gauss-Weingarten 公式 是 
yi = Diyi 十 hn, | i hig” yx ， 《6. 2 ) 


其 中 心 = 人 2. 由 此 可 解 出 


9 
3 
"确定 了 歼 曼 流 形 CM,,g (x,t)) 上 的 歼 曼 联络 1- 形 式 wi = 二 idx 
和 共 变 微分 D( 见 本 划 第 三 节 或 文献 [61). 例如 ,对 于 张 量 了 7 = 
T'9 0 dx’, 

DT’; = dT + Tiw — Tiwt : = Tidzx’, 


] 
mw 一 D8 (dgn 十 dgi — dgi), 00: = 


其 中 
Ti = TT TD — TD 
阁 为 了 的 共 变 导数 
1M 的 Gauss-Codazzi 方程 是 
Ron = hiahy — hahi, hie = ha,;. (6. 3) 
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其 中 有 ;二 hi 一 ha — hi. 由 (6. 3),M, 的 Ricci 张 量 和 数量 
曲率 分 别 是 
R, = nHh, — grhih,, (6. 4) 
R=nH— |A|l:, |A|:= gg’hgu. (6. 5) 
黎 曼 流 形 (AM,,g(z'i)) 上 的 Laplacian 定义 为 八 /: = 
gz YA EC (CM,). 注 意 ,f .二 3f. 于 是 ,利用 (6.2)， 
人 ,7 二 BE 一 2 (Yi; 一 Dy.) 一 ghn 一 nHn. 
这 样 , 方 程 (6. 1) 可 改写 为 
Ty (x,t) = Ay. (6. 6) 


6.2 解 的 短 时 间 存 在 性 


方程 (6. 6) 不 是 强 抛物 的 .事实 上 ,由 了 2 的 定义 ,我 们 有 
A 人 yy 一 8 人 yi 一 8 yi)). 
于 是 ,在 超 曲 面 的 切 方 稀 , 算 子 人 ,是 晓 化 的 .为 了 能 用 强 抛物 型 方 
程 理论 来 得 到 解 的 短 时 间 存 在 性 ,我们 可 用 DeTurck 方法 (LDT 
[Zh ]). 


考 虚 MM 上 的 一 个 微分 同 胚 x = x(x,t) ,并 设 y(z,t) 满足 下 列 
方程 


了 一 人 yy 十 zy (6. 7) 


其 中 心 王 ”zt&4 是 一 待定 的 向 量 场 , 使 得 方程 (6.7) 是 强 抛物 
的 . 于 是 ， 


yx,t) = yx,t),t) (6. 8) 
dz 


YY = Ay+ 


i 
vw* 十 EA 
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如 果 我 们 选取 x(z,t) 满足 下 列 条 件 : 


| = 一 v"(X,1), 
x*|,_o = x, 
则 (6. 8) 确定 的 y(x,2) 满足 方程 
$F = A = Ay. 
现 选 取 
太一 8 — 1), 


其 中 = 到 (zx 0)). 于 是 ,方程 (6.7) 化 为 


= g7(y, — Ty,). 
这 是 强 抛 物 型 方程 . 这 样 ,我 们 已 证 明了 下 列 
定理 6.1 设 y 是 M 到 允 ” 的 光滑 漫 人 ,使 得 它 的 第 二 基本 
形式 有 界 ,那么 ,存在 正 数 了 ,使 得 下 列 Cauchy 问题 


oy 
| — nHn, 


y|,-。 一 Yo 
在 Mxfto,7) 上 有 光滑 解 y( .而 且 , 若 内 是 紧 致 的 , 则 解 是 唯 


一 的 . 
6.3 度量 和 曲率 的 发 展 


根据 方程 (6. 1) ,直接 计算 可 得 
引 理 6.2 ”对 于 平均 曲率 流 ,我 们 有 


(1) Tg ~ nh,,, 
..、9 
(11) Fn ng Hy; =— n(gradH), 


...、9 
(Dh = Ahis — Hg hah t+ |Alh,, 
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(iv 三 克 ~ A 人 H + |AIH, 


Cv) SIAl: = AIAl ~ 217Al: + 2141 
这 里 以 (i) 为 例 ,计算 如 下 ,其 他 请 读者 自行 验证 


8, 一 二 (Gy yj) = nHn) ey; ny (人 7) 
~ nH{n* y+ yn = 2nHn ey, 
— 2nHh.,.. 
下 面 的 引 理 是 平凡 的 ,读者 可 参考 本 章 第 三 节 或 文献 [6j. 
引 理 6.3 ”对 于 平均 曲率 流 ， 
(1) 人 A; 一 nH.,; 十 7 一 14 |2h;;, 


ii) 人 4 二 |TAl: + nergihuH, + aHtrA— |Al.. 


设 Mi 是 MM 上 的 两 对 称 张 量 .大 对 于 任何 辐 量 vw 均 有 Mijvw'v’ 
宇 0, 则 称 Mi 是 非 负 的 , 记 为 Mi 之 0. 现 设 N; 一 P(M;j,gi) 是 关 
于 MM; 的 多 项 式 ( 可 包含 M， 通过 度量 张 量 与 目 喘 的 缩 并 ). 我 们 有 
下 列 ( 可 参考 [Zh ]) 

引 理 6.4(HHaj) 假设 对 于 0 科 上 和 了 有 


d 
TMs -一 AM.,, 十 u’ M.'s 十 N,;, 


其 中 和 N,;; 二 了 P(M;,gij) 满足 下 列 条 件 :只 要 Mo = 二 0, 就 有 NN;; 宇 
0. 那么 , 夺 1 = 二 0 时 MM; 宕 0, 则 当 0 世 1 二 T 时 同样 有 AM, 0. 
作为 引 理 6.4 的 应 用 ,我 们 立即 有 
引 理 6.5 者 上 一 0 时 有 As; 羡 0, 则 上 >0 时 则 样 有 户 , 0. 
和 证明 由 引 理 6.2 的 G5),hi 满 是 类 似 引 理 6. 4 的 方程 . 现 设 
问 量 vw 满足 hw’ 二 0, 则 
(一 2nHg "hah tt |Alh,)v’ = 0. 
因此 ,由 引 理 6. 4 即 得 证 明 . 
引 理 6.6 硅 1 二 0 时 有 ofHg; hi BHeg 和 五 之 0, 其 中 
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a, 0 是 常数 , 则 上 二 0 时 上 述 关系 仍 成 立 . 
证 明 由 引 理 6.2 的 (iv) ,根据 抛物 型 方程 的 极 大 原理 ,可 见 
对 一 切 t: 宇 0 都 有 五 0. 为 了 证 明 aHsg,, 志 hh, 令 


人 : 一 h,; -一 aH g.,,. 
利用 引 理 6. 2 和 6. 3， 
aM Mi aH gi 
oY 一 本 < 一 人生 一 2nHg hh 十 


Ah — a AH+ 1AVPH)g, — aH(— 2nBh,) 
= ACh;— aHgi) — 2nHg hihi |Alh; — aH|Al?g,+ 
2anHh,,. 
对 任何 使 Mijv’ = 0 的 vi, 我 们 有 
(一 2nHe hvh, 十 |Alh,; — aB lAl?g, 十 2anFHh,; )v’ 
一 2nHg"hi(aHv) + |Al|’(aHv) — alH |A lv, 
十 ZanH’(aHyv.) 

=— 2nH(aHv)aH 十 2anH’i(aHvw) = 0. 
因此 ,由 引 理 6. 4 即 得 证 . 对 于 hi; 志 BHg;, 证 明 完全 类 似 . 证 毕 . 

在 y(") : M 一 EE” 是 衣 人 超 曲 面 ,并 且 它 的 第 二 基本 形式 正 
定 , 则 称 为 (严格 ) 凸 超 曲面 . 

定理 6. 7( 保 持 凸 性 ) 设 y( 1) 是 平均 曲率 流 方 程 (6. 1) 的 
解 . 在 初始 超 曲 面 Y(*,0) 是 紧 致 凸 超 曲面 , 则 对 于 上 > 0,y(* ,1) 也 
是 么 致 凸 超 曲面 . 

证 朋 由 引 理 6.2 的 (iv), 根 据 抛物 型 方程 的 强 极 大 原理 ,可 
克 对 于 上 l0 有 五 (6 > 0. 由 引 理 6.5 和 6.6, 可 见 对 于 1 之 0， 
y( 1) 的 第 二 基本 形式 正定 . 为 了 证 明 保 持 垦 入 性 ,我 们 用 反 证 
法 ,假设 it 0 是 使 解 曲面 y(: ,t) 成 为 自 相 交 的 第 一 时 刻 . 那么 
在 目 相 交点 处 , 必 有 一 片 超 曲面 , 它 的 第 二 基本 形式 负 定 . 这 与 
y(…i) 的 第 二 基本 形式 正定 矛盾 .证 毕 . 
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6.4 紧 致 凸 超 曲面 的 收缩 


Y nHan, M XxX |.0,7')， 


记 下 列 平均 出 流 | (6. 9) 


y |,=0 — yo， 
其 中 y 是 也"+: 中 已 给 的 紧 致 凸 超 曲面 .假设 0 委 上 委 了 是 使 方程 
(6.9) 的 解 y( ,i) 存在 的 最 大 时 间 区 间 ,那么 我 们 有 

引 理 6.8 了 < 一 十 ce 

证 明 由 引 理 6. 2 的 Gv)， 


SH=AH+ IAPHS>AH+EH. 
设 8 是 下 列 常 微分 方程 的 解 ， 
Pw_ 1 -HH. 
Y= 9, P90)= Hnn(0)>0. 
若 把 8 看 作 M x [0,T) 上 的 函数 , 则 得 
FH-WDFAH- DioH — ¢). 


由 极 大 原理 ,可 见 
H 宝 9 V0itT. 
为 一 方面 ,? 可耻 接 解 得 


p(t) = oO) 加 


V1 Oo— (2/n)Hi, CO) 
因为 当 t 一 4/2)Hia(0) 时 ,pp 习 00, 从 而 且 一 0. 因此 ,TT 过 
(n/2) 吾 (0). 证 毕 . 
对 于 紧 致 凸 超 曲 面 Mi CE 一 ,我 们 可 把 它 参数 化 为 单位 球面 
2” 上 的 图 如 下 : 


yCZ) ， 
|y (7) | 


y=r(z)z: SSE, rz)= |y(x i(z))|. (6. 10) 
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z 二 X(X) 一 M" 一 97， 


用 表示 S" CE"+1 的 标准 黎 曼 度量 .在 (6. 10) 下 ,我们 有 
y,; = 7,2 二 72,;， 

其 中 “;” 表 示 关 于 有 的 黎 曼 联络 的 共 变 导数 . 同样 ， 

1 

V7 十 |gradr|? 

其 中 |gradrj 一 gzr 于 是 ,AM 的 度量 可 表达 为 


i 二 一 st Br,i2,;) 9 


Bii 一 a 十 Vi ” 7 ;7 9 (6. 11) 
tl 
F —2{ 一 站 区 ?TRE T,i 
1] 一 2 ti ， 6. 12 
2 ls 7 十 |gradr | ( ) 


M" 的 第 二 基本 形式 是 


hi; 一 一 i — 87 。 (7, 六 十 2,;) ,i) 
Vr 十 |gradr 
1 _ _ 加 
RE 一 六 8 一 2g°"r ,gur,;) 
rr gradr 
了 


2 (6. 13) 


对 于 y(x,t) 二 rz,t)z, 由 (6.9) 和 (6.10) 有 


下 . 炙 x 
YF) 一 xy” 十 (gradr yz 二 到 
一 nn 
加 一 一 7Z)， 
r+ |gradr| 
由 此 ， 
了 -zt 一 gradr . 安 
"二 gradrT a 
H 
| 人 r + |gradr | ， (6. 14) 
nF = gih,,=—r | go5 一 Brag ry 1 
1 


六 十 |gradr|?) 二 [gradr 
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因此 ,r(z ,i) 的 发 展 方程 是 


Eg p33| ro Br BT 一 rl 06. 15 
a " 5 六 十 |gradr| (7 2 r £1ij). ( ) 
现在 我 们 可 建立 下 面 的 


定理 6.9([Huj) 平均 曲率 流 方程 (6.9) 的 解 y(t) 在 最 大 
时 间 区 间 0 记过 TT< 之 十 ce 存在, 而且 当 1 一 了 荆 时 ,y('z) 一 致 收 
敛 到 一 点 . 

证 明 定理 的 第 一 部 分 可 从 引 理 6. 8 得 到 . 下面 证 明定 理 的 
第 二 部 分 . 由 引 理 6. 2 的 (i), 易 见 


2 Vg, = — HVg; <0. 


因此 ,y(,D) 加 人 … A dz 是 递减 的 ,从 而 M 的 体 
积 是 递减 的 这样 ,我 们 只 要 证 明 当 ;> 人 时 ,y(., 的 体积 趋向 
零 . 

用 反 证 法 . 假设 不 趋向 零 , 则 对 一 切 :€ [0,T) ,可 在 y(., 的 
区 域内 找到 一 个 小 球 B, (zo). 不 失 一 般 性 ,可 设 z, 是 原点 . 注意 到 
y(*,t) 的 直径 一 臻 有 界 , 因 而 7r(z,t) 有 一 致 上 界 和 下 界 , 而 县 
gradr | 也 一 致 有 界 . 这 样 ,方程 (6. 15) 是 具有 有 界 系数 的 一 致 扫 
物 型 方程 . 根据 -- 致 抛物 型 方程 的 标准 正则 性 理论 (参考 [LY])， 
解 y(*,t) 在 :一 代 时 是 非 奇异 的 . 于 是 ,y(。,2T) 可 作为 起 始 曲面 ， 
由 局 部 存在 性 定理 ,又 可 得 新 解 . 这 与 了 是 最 大 时 间 矛 盾 . 证 毕 . 

为 了 更 好 地 理解 定理 6. 9 中 的 收敛 点 ,我 们 作 如 下 规范 化 :对 
于 使 解 y(. ,2) 存在 每 个 时 刻 ,可 找到 正 因子 y(t) 使 得 由 


y (r,t) 一 VEC y) 
给 出 的 流 形 应 的 体积 等 于 M, 的 体积 :| dF = Vol(M。). 车 选取 
新 的 时 间 变 量 it) = | 图 (c)dr, 则 不 难 验证 满足 下 列 发 展 方程 
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| = KF D + wi D, jo,) 
y(.,0) 一 Yo, 
其 中 
| Pdz 
有 : 二 一 一 . 
Re 


可 以 证 明 ; 当 i 一 十 品 时 , 超 曲 面 { 放 ) 以 C” 拓扑 收敛 于 体积 等 于 
Vol(M,) 的 球面 (详细 请 参考 [Hu]), 超 曲 面 还 有 其 他 的 7 次 平均 
曲率 流 ,参考 [Zh ],[SSj] 等 . 
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附录 A 欧 氏 空间 点 集 折 扑 概要 


1 基本 知识 


n 维 欧 氏 空间 E” 是 一 个 点 集 , 它 的 每 个 点 x 可 表示 为 x+ = 
(六 ,XT") ,其 中 Xx'(i 一 1],*** ,7) 是 实数 , 称 为 的 第 1 个 坐标 . 两 
点 和 yy = 二 (y,…,y) 之 间 的 距离 d(x,y) 定义 为 


dz 一 |z 一 中 一 /Ce 一 32 
一 上 


不 难 验 证 这 样 定义 的 距离 陋 数 jz 一 y| 满足 下 列 性 质 : 

(I)ilz 一 y| 之 0, 当 且 仪 当 x = 二 y 时 等 号 成 立 ; 

(CI)|lz—y|= |y—z|; 

(EE)|Izmyl< lz ez|t+|z—y|. 

定义 1.1 设 zEEHEs>>0 为 任 一 实数 ,此 中 满足 不 等 式 

Iy— zr|<e 

的 点 > 的 集合 称 为 以 z 为 中 心 的 = 开 球 , 记 为 B(x). 如 果子 集 4C 
E” 中 的 每 一 扣 午 有 一 个 开 球 属 于 4, 则 称 4 为 E” 的 开 集 . 

如 采集 4 CE” 的 一 点 zx 有 一 开 球 忆 4, 则 xz 称 为 4 的 内 点 . 
A 的 内 后 的 全 体 称 为 4 的 内 部 , 记 为 int4. 显然 ,int4 是 开 集 . 

命题 1. 1 E” 的 开 集 具 有 下 列 性 质 : 

(1 )E” 与 空 集 多 是 开 集 ; 

(IE ) 有 限 多 个 开 集 的 交 是 开 集 ; 

(下 ) 任意 多 个 开 集 的 并 是 开 集 . 

证 明 是 容易 的 , 留 给 读者 练习 . 

定义 1.2 设 (z)G 一 1 pp) 为 匡 "中 一 个 点 序列 , 若 
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对 于 任 给 的 s 六 0, 存在 指标 mm 使 得 当 : 盖 z 时 ,有 EECzo)， 则 
称 ze 为 点 列 {z 的 极限 , 记 作 (xi} 一 zo， 

定义 1.3 若 以 点 y EF’ 为 中 心 的 每 个 开 球 都 含有 和 集 4CCE" 
的 不 同 于 y 的 点 , 则 y 称 为 4 的 聚 点 或 极限 点 . 

命题 1.2 "中 点 列 {zi 二 (ai ap) 一 Zoo 一 (av ai) 的 
充 要 条 件 是 , 它 的 每 个 坐标 序列 {41) 一 at, 二 1,*…,n. 

证 明 当 {zx} 一 xo 时 ,从 不 等 式 

lat — at| 所 d(x,,x,) 

即 得 {a;) 一 a6， 二 1,…,n. 

反之 ,车 {af} > a 二 1,…,n, 则 对 任 一 e > 0, 以 及 每 个 ， 


存在 使 得 当 i 六 时 ,|at 一 at| 一 一 ,于 是 当 
Vn 


? 全 ?10 一 Iax(z 7 ) 


CTiyXZo) < ,| > at 一 a0o)* < e， 
k= 1 


即 x; E B(xo). 因此 {Xx} 一 xo. 证 毕 . 

从 定义 1.3 可 见 , 一 点 yy 为 集 4 CEi 的 聚 点 的 充 要 条 件 是 ,y 
的 任 一 开 球 中 包含 4 的 无 限 多 个 点 . 另 一 充 要 条 件 是 ,点 y 是 由 有 4 
中 不 同 点 组 成 的 点 列 的 极限 . 

定义 1.4 和 右 集 8CE’" 的 每 个 聚 点 都 属于 B, 则 称 B 为 FE 的 
闭 集 . 集 4 CC Er" 的 闭 包 是 4 与 它 的 聚 点 的 并 , 记 为 A 

显然 ,一 个 集 的 闭 包 是 闭 集 . 集 4 为 闭 集 的 充 要 条 件 是 4A = 
4. 空 集 好 既是 开 集 又 是 闭 集 . 

命题 1.3 当 且 仪 当 集 BC FE” 的 余 集 E"\B 为 开 集 时 B 是 闭 
集 . 

证 了 明 设 8 是 闭 集 ,并 设 x E E"\B, 于 是 xz 不 是 B 的 聚 点 ， 
因此 存在 以 x 为 中 心 的 开 球 B.(z) 不 包含 B 中 任何 点 . 这 样 B.Cz) 
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时 ,成 立 


CEAB, 故 了 8 是 开 集 . 

反之 , 设 E" \B 是 开 集 , 且 y 是 至 的 一 聚 点 ,我 们 要 证 明 yE 8B， 
若 y EB, 则 y EE€ E"MB. 既然 ENAB 是 开 集 , 故 存 在 开 球 B.(y) CC 
E”"\B, 即 B,Cy) 中 不 含 已 中 任何 点 .这 与 ?为 召 的 聚 点 矛盾 . 证 毕 . 

定义 1.5 设 集 4 CE". 4 的 边界 34 是 EF” 中 这 样 的 感 z 的 
集合 :以 为 中 心 的 每 个 开 球 中 赋 含 有 4 的 点 ,又 含有 BE"A 的 点 . 

显然 , 当 且 仅 当 a4 的 点 都 不 属于 4 时 ,4 是 开 集 . 当 且 仅 当 aa4 
的 所 有 点 都 属于 4 时 ,4 是 财 集 . 

定义 16 设 UCE’ 是 开 集 ,f;:U 一 E” 是 映射 ,点 zx, E EE"*. 
右 对 f(zxo) 二 y € EE” 的 任 一 开 球 B.C(y), 都 存在 x 的 开 球 Bs(x,)， 
使 得 Bax)) CB.(y), 则 称 了 在 点 zx。 连续 . 知 f 在 U 的 每 点 都 
连续 , 则 称 7 在 WU 上 连续 ,并 称 了 :U 一 到 为 连续 映射 

根据 上 述 定义 和 聚 点 的 性 质 ， 容易 证 明 下 列 命题 

命题 1.4 映射 f:.U CE E” 在 x,E€U 连续 的 充 要 条 件 
是 ,对 上 U 中 任 一 收 钙 点 序列 {zj) 一 如 ;点 序列 {f(x)) 一 (x,). 

利用 连续 性 ,可 刻画 开 集 和 闭 集 . 

他 题 1.5 映 册 /UCCE”->E” 连 续 的 人 充 要 条 件 是 ,对 每 个 开 
集 V CE”,f7!(V) 是 开 集 . 

证 阴 设 了 在 U 上 连续 ,并 设 V CE” 是 开 集 .车 /1(V) = 
作 , 则 无 需 证 明 ,因为 儿 是 开 集 .车 fi1(V) 关 名 , 设 xE€ 1(V)， 
则 f(x》 EV. 因 为 V 是 开 的 , 故 存在 开 球 B.(f(x)) CV. 根 据 / 的 
连续 性 ,存在 开 球 B;(x) 使 得 

(Bi(z))C BCFzr)) CT 

因此 ,BCz) 己 了 /1'(V), 即 /1'(V) 是 开 集 . 

现 证 其 逆 . 设 对 每 个 开 集 V CCF”, 广 1(V) 是 开 的 .于 是 对 于 x 
EU 和 任 给 e 记 0,4 = 广 1(B.(f(xo))) 是 开 集 ， 名 存在 0， 使 
人 47) <《 4. 因 此， 

BCz)) TC fA) CC BF)). 
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所 以 ,了 在 xz 是 连续 的 . 由 zz 的 任意 性 便 得 证 明 . 证 毕 . 

推论 1.6 Jf:U CE 一 EE" 连续 的 充 要 条 件 是 ,对 每 个 闭 集 B 
CE”", 广 '(B) 是 闭 集 . 

由 命题 1. 2 读者 不 难 证 明 下 述 命题 

命题 1.7 设 zTEUCEF,f:r> (f(x) f"(r)) 为 UC 
E” 到 上 ”的 映射 , 则 了 在 U 上 连续 的 充 要 条 件 是 每 个 (二 1,…， 
m) 为 坊 上 的 连续 图 数 . 

定义 1.7 议 izi) 是 允 中 的 点 序列 , 行 对 于 任何 二 0, 存在 
指标 i0， 使 得 当 7 ， AR 10 时 ,有 |z; Xs | < E, 则 点 列 (x;》 称 为 E” 
中 的 Cauchy 序列 

利用 命题 1. 2 和 实数 域 的 完备 性 , 可 得 下 列 命题 . 

命题 1.8 EE" 中 点 列 {z}) 收敛 的 充 要 条 件 是 {x;} 是 一 Cauchy 
序列 . 

证 明 显然 ,由 定义 ,收敛 序列 是 Cauchy 序列 .反之 , 设 {z) 
是 Cauchy 序列 ,考虑 它 在 下 "的 第 & 轴 上 的 投影 (& 二 1,…,n). 这 
给 出 一 个 实数 序列 {ai); 由 于 投影 减 小 距离 ,这 序列 也 是 Cauchy 
序列 . 由 实数 域 的 完备 性 , {af) 一 at. 因此 , {7) -> Xo 一 (ze 
72). 证 毕 . 

2 连通 性 

定义 2.1 设 ACE". 所 谓 VCA 是 4 中 的 开 集 意 指 存在 开 
集 U CE 使 得 V=UNnA. 点 x€ Ah 在 4 中 的 邻 域 是 4 中 包含 
zz 的 一 个 开 集 .知已 C 4， 而 A\B 是 4 中 的 开 集 ， 则 B 称 为 4 中 的 
闭 集 

定义 2.2 如 果 集 4 CF"* 不 能 表示 为 4 = 二 Ul UDU,, 其 中 避 
和 Us 是 4 中 不 相交 的 非 空 开 集 , 则 称 4 为 连通 集 . 

命题 2.1. 设 A4CE’ 是 连通 集 ,B CA 是 4 中 的 开 集 且 又 是 
4 中 的 闭 集 , 则 8 = 4 或 B= 0. 
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证 明 设 B 关 名 , 且 B8 关 4, 则 A = BU CAN\B). 因 为 B 在 
4 中 是 闭 的 , 故 4A\B 是 开 的 . 于 是 4 是 两 个 不 相交 的 非 空 开 集 B 
和 A\B 之 并 ,这 与 4 为 连通 集 矛 盾 . 证 毕 . 

命题 2.2 设 /:.4CE >E” 是 连续 的 ,4 是 连通 集 , 则 (4) 
也 是 连通 集 . 

证 明 ” 设 f(4) 不 是 连通 集 , 则 fC4) = UU U,, 其 中 UU 和 
U, 是 f(A4) 中 的 不 相交 的 非 空 开 集 . 由 于 f 是 连续 的 ,f1(U,) 和 
1 “(U,) 也 是 4 中 不 相交 的 非 空 开 集 (命题 1.5). 于 是 4 = 
j (UU,) Uf (Us), 这 与 4 为 连通 集 矛 盾 . 证 毕 . 

FE" 中 的 连通 集 特别 简单 ,它们 都 是 “区 间 型 ”的 , 即 如 下 类 型 
的 集 :a <z<pa 乏 <pa<7rS 和 ba 和 二 0 工 直 RE，a 
和 6 可 以 相等 ,也 可 为 土 co. 

定义 2.3 连续 曲线 7 : [a,6] 一 ACCE 称 为 A 中 连接 YCa) 
和 7(b) 的 弧 . 如 果 对 任意 两 点 x,y € 4, 存 在 4 中 连接 z,y 的 弧 ， 
则 称 4 是 道路 连通 的 

不 难 证 明 , 硅 4 是 道路 连通 的 , 则 A 是 连通 集 . 一般 说 ,其 道 不 
真 . 

定义 2.4 如果 对 任 一 点 z+€ 4CE’ 以 及 A 中 包含 zz 的 任 
一 开 集 UU ,总 存在 4 中 包含 zz 的 一 个 道路 连通 的 开 集 VCU, 则 称 
4 是 局 部 道路 连通 的 

命题 2.3 设 4CCE” 是 局 部 道路 连通 的 , 则 4 为 连通 集 的 充 
要 条 件 是 4 为 道路 连通 的 . 

证 朋 显然 ,只 须 证 明 必 要 性 . 设 xE€ 4,4 为 4 中 所 有 能 用 
4 中 的 弧 与 x 连接 的 这 种 点 的 全 体 . 我 们 断言 :4 在 4 中 是 开 的 . 

事实 上 , 设 yE 41,7:[a,6] 一 4 是 连接 x 和 yy 的 弧 . 因 为 4 是 
局 部 道路 连通 的 , 故 存在 y 在 4 中 的 开 集 U ,使 U0 中 任意 点 3》 都 能 
用 一 弧 B:Lb,c] 一 U 与 y 连接 .于 是 ,4 中 的 弧 
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y 。8 = y(t), ££E La 
Bl(t), tt €E (b,c) 

连接 xX 和 yy, 即 U CA, 所 以 4 是 4 中 的 开 集 . | 

同 理 可 证 ,A) 的 余 集 也 是 4 中 的 开 集 .于 是 在 4 中 4; 既是 开 
的 又 是 团 的 ,而 且 由 于 4 是 局 部 道路 连通 的 , 故 4 非 空 . 由 命题 
2.1,41 二 4, 即 4 是 道路 连通 的 . 证 毕 ， 

当 一 个 集 不 是 连通 集 时 ,可 以 将 它 分 解 为 若干 连通 分 支 , 为 
此 , 先 看 下 列 命题 . 

命题 2.4 设 4.CE" 是 一 族 连通 集 , 且 门 4. 夫 必 , 则 4。 
二 A 是 连通 集 . 

证 朋 设 A4== UlUUDU;, 其 中 Ui 和 Us 是 4 中 不 相交 的 非 空 
开 集 ,并 设 某 点 z+ ENA. 属 于 咒 . 设 yE€ Us. 由 于 4 一 U4. 和 z 
E [14 故人 存在 某 个 4 使 z,yE 4.. 因 此 4, 们 UV 和 A, 人间 Us 是 
4. 中 不 相交 的 非 空 开 集 . 这 与 4. 是 连通 集 矛 盾 . 证 毕 . 

定义 2.5 设 4CE 和 >zE4,4 中 所 有 包含 二 的 连通 子 集 
的 并 集 , 称 为 4 的 包含 工 的 连通 分 支 ， 

由 命题 2. 4, 连 通 分 支 是 连通 集 . 

命题 2.$ 设 8CACEFE 是 连通 集 , 则 B 也 是 连通 集 . 

证 明 设 闭 包 B= UUU,, 其 中 U) 和 U, 是 5 中 不 相交 的 
非 空 开 集 . 由 于 8 对 B, 故 集 B 站 U,==V 和 BNMU,=V, 是 B 中 
不 相交 的 开 集 , 且 UV, 王 B. 只 要 证 明 V) 和 V, 是非 空 的 ,就 得 
出 与 B 的 连通 性 的 矛盾 ,从 而 互 是 连通 集 . 

设 ze Co 因为 在 妃 中 是 开 的 , 故 在 4 中 存在 包含 二 的 一 
开 集 WW 使 W 介 BCU'. 由 于 x 是 B 的 一 个 聚 点 , 故 存在 y€EW 门 
BCW 则 BCU,. 因 此 ,y € BV,==V,, 妓 V, 非 空 . 同 理 可 证 
V; 也 非 空 .证 毕 . 

推论 2.6 集 4 CFE” 的 连通 分 支 BCh 在 4 中 是 闭 的 . 
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事实 上 ,车 8B8 隆 BB, 则 存在 4 的 一 个 连通 子 集 , 即 B, 它 包含 B 
作为 真子 集 . 这 与 连通 分 支 的 极 大 性 矛盾 . 

命题 2.6 设 8CACYF" 是 局 部 道路 连通 集 4 的 一 个 连通 
分 文 ,; 则 8B 在 4 中 是 开 的 . 

证 明 设 x€ BC A4. 因 为 4 是 局 部 道路 连通 的 , 故 存在 包 
含 工 的 4 中 的 道路 连通 开 集 V. 由 此 了 是 连通 的 . 由 于 B 是 最 大 
的 ,B 少 V ,所 以 8B 在 4 中 是 开 的 .证 毕 . 


3 紧 致 集 


定义 3.1 车 集 4 己 E" 落 在 FE" 的 某 个 球 中 , 则 称 4 是 有 界 
的 . 车 KK CC E” 是 闭 集 且 有 界 , 则 称 天 是 E" 中 的 紧 致 集 . 

定义 3.2 集 4 CE” 的 开 覆 盖 是 一 族 开 集 {U。) ,a € .过 ,使 
UU。 = 4. 当 族 中 开 集 个 数 有 限时 ,就 说 此 覆盖 是 有 限 的 . 若 子 族 
(Ua,PE 浪 C .2 ,仍然 覆盖 4A, 即 Us 一 4, 则 称 {U) 是 1U0,} 的 
一 个 子 覆盖 

命题 3. 1 对 于 集 太 CCE", 以 下 说 法 是 等 价 的 : 

(CI )K 是 紧 致 集 . 

(I)K 的 每 个 开 覆 盖 都 有 有 限 子 覆盖 . 

. (下) 的 任 一 无 限 子 集 在 中 有 一 聚 点 . 

证 朋 (了) 二 (1). 设 {0.},a E€ xy, 是 紧 致 集 KK 的 开 和 覆盖 ， 
并 设 {0。} 不 存在 有 限 子 覆 盖 . 我 们 要 导出 矛盾 . 因为 天 是 紧 致 的 ， 
故 它 被 包含 在 一 个 闭 的 矩形 区 域 

已 三 (人 Zoo EE la rb,iSo= ] ，… 7》 
中 , 我 们 用 超 平面 z = 六 Co 十) 分 割 B, 从 而 得 到 2" 个 较 小 的 闭 
的 矩形 区 域 . 由 假设 ,至 少 存在 一 个 矩形 区 域 , 记 为 Bi, 使 得 B, 中 
人 不 能 被 1U。} 中 的 有 限 个 开 集 覆 盖 . 对 B, 重复 上 述 过 程 ,并 以 此 
类 推 ,我 们 可 得 一 列 闭 和 矩形 区 域 
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BIDB,D* OB;O 
使 得 其 中 没有 一 个 B; 门 能 被 {0。} 中 的 有 限 个 开 集 所 覆盖 ,是 
B, 的 最 大 边 的 长 度 趋 向 于 零 .将 每 个 B; 投 影 到 FE” 的 第 i 轴 上 ,i 二 
1,… ,n, 便 得 一 闭 区 间 序 列 
Far bt DO far,b: | DD as,bs DDO. 
因为 (65 一 a5) 可 任意 小 , 故 易 见 
a’ 一 Suplfao)y 一 inffo5)》 = b',， 
由 此 
a’ EE Nas ,bl. 

所 以 ,存在 点 X= 二 (a',"…,a”) 和 NB 

现在 ,z 的 任何 邻 域 都 包含 某 个 B;(j 充分 大 ), 因 而 它 包含 无 
限 多 个 KK 中 的 点 .因此 ,z 是 天 的 聚 点 .由 于 天 是 闭 的 , 故 zE 天 . 
设 [7 是 1 中 包含 x 的 一 个 开 集 . 由 于 UV 是 开 的 , 故 存在 一 个 球 
B(xX) CU 为 一 方面 ,对 充分 大 的 j,B; CC B(x) CCU. 这 与 没有 
一 个 5; fi 大 能 被 {U.} 中 有 限 个 开 集 所 履 盖 的 假设 矛盾 . 因此 
( 1 )=>(】) 得 证 . 

(1)=>( 且 ). 设 A4CK 是 的 无 限于 集 , 且 KK 中 没有 一 点 是 
4 的 聚 点 . 于 是 ,对 每 个 rzrE 天 和 >zE4, 可 选取 z 的 一 个 邻 域 了 ， 
使 V, 门 4 一 名 ;而 对 每 个 y€ 4, 可 选取 y 的 一 个 邻 域 过 , 使 ， 
14 二 yy. 因 此, 族 (V,,U,} ,XE KK\A,y€ A4, 是 KK 的 一 个 开 履 盖 . 
由 于 4 是 无 限 的 ,并 且 从 这 个 族 中 去 掉 任 何 一 个 乙 , 都 会 使 点 y 不 
馈 禾 次 .所 以 , 族 iV,,U,) 没有 有 限 子 覆 盖 . 这 与 CI ) 了 矛盾 . 

(于 ) 之 ( 工 ) 我 们 要 证 明天 是 闭 的 且 有 界 . 设 x 是 的 一 取 
凡 ,， 考 虑 同心 球 Mi;(x) = B,, 我 们 得 到 一 个 以 xz 为 极限 点 的 序列 
ri E BNB,, rs €E BAB, ,x € BANB,. 由 (CD) 得 zE 天. 
因此 天 是 闭 的 ， 

天 是 有 界 的 ,否则 考虑 半径 为 1,2,…,j,… 的 同心 球 B,(zx)， 
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将 得 到 一 无 聚 点 的 序列 mi € Bl, xi € PN ,7X; € Bi\Bji， 
…. 这 与 ( 焉 ) 了 矛盾 .证 毕 ， 

下 述 命题 是 容易 证 明 的 , 留 给 读者 作 练 习 . 

命题 3.2 设 /:K CE 一 E” 是 连续 映射 , 若 居 是 紧 致 集 , 则 
f(K) 也 是 紧 致 集 . 

紧 致 集 的 重要 性 质 之 一 在 于 下 述 命题 . 

命题 3.3 设 /:K CE E' 是 连续 函数 ,K 是 紧 致 集 , 则 存 
在 ziyzs 和 天 ,使 得 对 一 切 工 所 天 有 

fx) Ef) SR f(z), 

即 f 在 xz 和 x; 分别 达 到 极 大 值 和 极 小 值 . 

证 明 根据 命题 3.2,f(K) 是 E'! 中 的 紧 致 集 . 因此 ,fA(K) 是 
有 界 闭 集 . 于 是 存在 supf(K) = i. 根据 上 确 界 的 定义 ,容易 看 到 
fi 是 f(K) 的 聚 点 .既然 了 (K) 是 闭 的 , 故 f1€ f(K), 即 存在 xi GE 
人 使 j (zx) 二 用 .显然 ,对 一 切 zTEK,f(7) 过 有 = f(z1), 即 ff 在 
Zi 达到 极 大 值 . 同样 可 证 极 小 值 的 情况 . 证 毕 . 
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附录 B 曲面 的 拓扑 分 类 


1 商 空间 
设 X 是 忆 中 的 一 个 子 集 , 它 被 分 成 若干 不 相交 的 子 集 4.。: 
X=UA4., 4.[|A4,.= GC (a Bb). 
如 条 把 % 中 属于 同一 4. 的 所 有 点 称 为 等 价 ,并 把 它们 粘 合 "成 一 
点 ae( 即 把 相互 等 价 的 点 的 全 体 4. 看 成 一 点 ), 则 得 一 新 集 Y 
= Ua,， 它 称 为 关于 上 述 等 价 关 系 的 商 集 . 注意 ,此 时 工 不 是 和 的 
子 集 . 一 般 来 说 ,也 不 再 与 BB 的 度量 发 生 关 系 . 

使 用 这 种 粘 合 方法 可 得 到 不 少 熟 知 的 曲面 . 例如 , 设 义 为 一 
矩形 (图 B-1), 夺 将 边 ab 和 cd 的 同一 水 平 线 上 的 点 “ 粘 合 ”起 来 ， 
则 得 到 一 个 称 为 柱 面 的 商 集 . 铬 将 a6 和 dc 上 关于 矩形 中 心 O 对 称 
的 点 “ 烙 合 ”起 来 ,; 则 得 到 称 为 Mobius 带 的 商 集 . 


若 在 带 abcd 上 将 边 a6 与 ca 的 同一 
水 平 线 上 的 点 粘 合 在 一 起 ,再 将 边 pda 与 
ac 的 同一 水 平 线 上 的 点 粘 合 在 一 起 , 则 
得 到 环 面 (图 B-2). 

敬 分 别 将 边 co,cad 及 bd,ac 上 关于 
中 心 0 对 称 的 点 精 合 在 一 起 (图 B-3), 则 
所 得 商 集 将 无 法 在 E? 中 实现 . 这 种 “ 曲 
面 ”" 自 相 人 贯穿 但 自身 不 相交 . 要 把 这 种 “曲面 ” 放 到 E’ 中 去 ,只 有 将 
它 适 当地 * 撕 开 ” 但 这 就 违背 了 通常 要 求 的 粘 合 的 “连续 性 ”原则 
( 即 等 价 点 邻近 的 点 在 粘 合 后 仍 变 成 邻近 的 点 ). 这 样 得 到 的 商 集 
称 为 射影 平面 , 记 为 RP*. 由 于 算 形 abcd 与 边界 为 abcd 的 圆 盘 同 
肥 , 故 RP* 又 可 看 成 由 圆 盘 粘 合 其 边界 上 的 对 径 点 而 得 (图 B-3). 


图 B-2 


图 也 -3 


上 面 的 实例 寻 敏 下面 的 抽 旬 定义 . 

定义 1.1 设 X 是 一 搜索 集合 ,X 中 某 些 元 素 zy 之 间 定 义 
了 一 种 关系 + ~ y. 如 果 这 种 关系 满足 下 列 性 质 ;( 1 ) 对 任意 x € 
六 ,一 X( 及 刁 性 );(T) 帮 一 yy ; 则 yy 一 (对 称 性 ); (下 ) 若 二 一 
yoy 一 <2, 则 x 一 <( 传 递 性 ), 则 ~ 称 为 等 价 关 系 .XX 被 分 成 不 交 的 
等 价 元 素 类 , 称 为 等 价 类 . 

定义 1.2 ”所 有 等 价 类 的 集合 {A。} 记 为 X/ ~ , 它 称 为 X 关 
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于 等 价 关系 ~ 的 高 集 ， 

定义 1.3 设 X 为 一 拓扑 空间 ,XX 中 存在 等 价 关系 一 ,在 商 集 
X/ 一 中 引进 如 下 的 自然 拓扑 :由 元 素 4. 组 成 的 子 集 了 CC {4,) 是 
开 集 , 当 且 仅 当 这 些 集合 4 的 并 U4.。 作 为 X 的 子 集 时 是 入 中 的 
开 集 . 空 集 也 算 开 集 . 这 个 拓扑 称 为 商 拓扑 ,具备 商 拓扑 的 商 集 称 
为 商 室 间 ， 

设 X,Y 是 两 拓扑 空间 , ~ 和 心 分 别 为 X,Y 上 的 等 价 关系 . 考 
虑 映射 :六 一 Y. 若 由 zx ~~y 可 推出 f(z) = f(y), xz,y€ 六, 则 
称 了 保持 等 价 关 系 . 对 于 这 样 的 映射 ,可 自然 地 确定 商 空间 之 间 的 


过 


一 个 映射 /: X/ ~ 一 了 / 心 如 下 . 设 [x] 为 X 中 包含 z 的 一 等 价 
类 , 若 Y 中 包含 f(x) 的 等 价 类 为 [f(z)], 则 (Lx) = [f(x)]. 
不 难 证 明 , 若 f 是 连续 映射 , 则 了 也 是 连续 映射 .而且 还 有 

命题 1.1 知 了 :和 一 了 是 同 胚 , 了 映射 了 上 和 三 :保持 等 价 关 系 ， 
则 A : X/ ~ 一 Y 了 / 之 是 同 胚 . 

证 明 留 给 读者 作 练习 . 

现在 再 看 一 些 由 图 形 “ 粘 合 ”而 成 的 商 空间 . 考虑 如 图 B-4 所 
示 的 五 边 形 的 边 的 粘 合 . 图 中 箭头 表示 相应 边 的 粘 合 方式 (一 有 向 
线段 的 起 点 与 男 一 有 向 线段 的 起 点 粘 合 ,终点 与 终点 粘 合 ) ,记号 
a,a 1 是 指 在 认同 等 价 点 时 必须 沿 顺 时 针 方向 通过 多 边 形 的 边界 
a, 沿 道 时 针 方 向 通过 边界 a-!( 换 言 之 ,必须 按 相反 的 方向 烙 合 这 
两 边 ). 上 述 粘 合 图 形 可 形式 地 记 为 cpa-ipric. 不 难看 出 ,这 个 商 
室 间 还 可 由 其 他 的 拓扑 等 价 方法 得 到 (图 B-4, 中 图 ). 这 个 商 空间 
还 可 被 表示 为 带 有 一 切口 (曲线 c) 的 环 面 (图 B-4, 右 图 ,其 中 虚线 
代表 sa 和 妈 的 粘 合 线 ). 这 个 带 切 口 的 环 面 叫 环 柄 . 

再 考虑 三 角形 相 邻 两 边 的 粘 合 ,车 这 两 边 的 定向 相反 , 即 烙 合 
图 为 aa-'c( 图 B-5), 则 其 商 空间 拓扑 等 价 于 一 个 带 孔 的 球面 . 车 
这 两 边 的 定向 相同 , 即 粘 合 图 为 aac( 图 B-6), 则 可 将 此 三 角形 看 
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成 由 两 个 具有 所 示 定 向 的 公共 高 & 的 直角 三 角形 粘 合 而 成 . 改变 
这 两 个 三 角形 的 粘 合 次 序 , 先 粘 合 斜 边 4a, 再 粘 合 直角 边 4, 于 是 就 
得 到 Mebius 市 (比较 图 B-1). 最 后 这 个 商 空间 和 原来 的 三 角形 同 
及 . 
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现在 ,在 球面 S* 上 切 开 一 小 口 ,然后 在 这 带 孔 的 5S” 上 褒 切 日 
边界 C( 可 看 成 圆周 S') 粘 上 一 个 环 柄 或 Mebius 带 , 则 在 前 一 种 
情况 下 得 到 环 面 ; 在 后 一 种 情况 下 得 到 射影 平面 RP , 见 图 B-7. 事 
实 上 ,射影 平面 ( 见 图 B-3) 拓扑 等 价 于 如 图 B-7 右边 所 示 的 商 空 
则 ,因为 图 中 上 边 的 “帽子 ”就 是 带 有 边界 c 的 M obius 带 . 


进一步 的 构造 可 用 两 种 方式 进行 :(1) 在 3: 上 切 开刀 个 小 口 ， 
并 且 烙 合 上 zp 个 环 柄 ;(2) 在 3$: 上 切 开 9 个 小 口 ,并 且 烙 合 上 ae 个 
M bbius 种 . 这 样 ,就 得 到 下 面 两 系 曲面 ， 


MA , M,,*». 
(1) 
No Ni N, ,ee 
显然 M, 和 No 就 是 球面 S*. 


下 面 我 们 将 证 明 ,每 个 闭 曲 面 都 和 某 个 M, 型 或 N, 型 曲面 同 
胚 . 数 户 和 9 称 曲面 的 志 格 . 于 是 ,曲面 系 (1) 给 出 了 闭 曲面 的 一 个 
完全 的 拓扑 分 类 . 车 在 S* 上 挖 十 g 个 小 孔 , 再 类 上 p 个 环 柄 及 g 
> 1 个 M obius 带 , 则 所 得 曲面 将 拓扑 等 价 于 粘 合 上 2p 十 g 个 
M obius 带 的 球面 . 
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2 曲面 的 展开 图 


定义 2.1 设 4 是 拓扑 空间 关 的 一 个 子 空 间 ,/ :和信 一 4 为 
某 平面 三 角形 入 到 A 上 的 一 个 同 胚 ,(4, 了 ) 称 为 X 上 的 一 个 拓扑 
三 角形 

行 同 胚 /: 人 一 4 已 确定 , 则 就 简称 子 空间 4CX 为 拓扑 三 角 
形 . 人 的 顶点 . 边 的 像 (连同 /了 在 其 上 的 限制 ) 相应 地 称 为 拓扑 三 
角形 4 的 项 点 和 楼 . 

由 和信 的 顶点 可 以 组 成 不 同 的 有 序 三 氮 组 . 奉 一 个 三 点 组 可 由 
另 一 个 三 点 组 经 过 循环 置换 而 得 到 , 则 把 这 两 个 三 点 组 看 成 是 等 
价 的 . 显然 这 样 的 等 价 类 恰 有 两 个 . 否 固 定 两 等 价 类 中 的 一 个 , 则 
三 角形 人 就 已 定向 了 . 当 八 已 定向 时 ,拓扑 三 角形 (4, 放 ) 也 随 之 
定 同 . 显然 , 三 角形 的 定向 也 决定 了 它 的 棱 ( 作 为 有 序 的 顶点 偶 ) 
的 定向 . 注意 ,三 角形 的 定向 相当 于 给 出 其 顶点 的 确定 的 环绕 方向 
( 按 顺 时 和 针 方 向 或 逆 时 针 方 向 ). 由 此 ,对 2 人 (全 3) 边 形 及 其 楼 的 定 
癌 , 可 通过 给 出 其 顶点 的 环绕 方向 而 完全 类 似 地 确定 . 

定义 2.2 二 维 流 形 是 一 个 拓扑 空 间 ,使 得 它 的 每 点 处 都 有 
一 个 同 胚 于 开 贺 盘 的 邻 域 . 二 维 流 形 X 的 一 个 三 角 章 分 是 允 上 具 
有 以 下 性 质 的 拓扑 三 角形 的 有 限 集 合 天 = {(4， ,f))t _i1:(I)X 
一 UA 1 )K 的 交 ， 则 区 是 它们 的 公 

顶点 或 者 公共 棱 . 奉 流 形 存 在 一 个 三 角 剖 分 ， 则 称 它 为 可 三 角 齐 
人 

右 天 中 三 角形 的 任意 两 个 顶点 都 有 由 楼 构成 的 道路 把 它们 
连接 起 来 , 则 称 X 是 连通 的 . 图 B-8 给 出 球面 S: 的 一 个 三 角 痢 分 ， 
它 由 八 个 三 角形 组 成 . 

定义 2.3 ”连通 的 可 三 角 剖 分 的 二 维 流 形 称 为 闭 曲 面 

设 (A,,J;) 和 (4;,f;) 是 KK 中 两 个 三 角形 ,4; 站 4; = a 是 它们 
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的 公共 楼 . 设 a = 广 (e) 和 a = 
/7'(a) 是 入 和 4 中 相应 的 边 . 定义 粘 
合同 胚 为 
fy = FD) fl a > a 

于 是 ,可 使 三 角 前 分 尺 与 平面 三 角 
形 及 相应 边 偶 之 间 的 同 胚 广 的 族 A 二 
Ca) 相对 应 . 令 La 中 在 局 
豚 万 下 互相 对 应 的 点 为 等 价 点 ,并 记 
此 等 价 关系 为 ~ 


命题 .1 商 空间 ( UA) /~ 同 胚 于 曲面 X 


证 明 同 胚 了 :4 一 人 自然 地 诱导 了 一 个 满 歇 射 忆 :4 ~ 
X,， 对 任意 x € XX, 原 像 1(z) 恰好 就 是 一 个 等 价 点 类 . 由 命题 
1.1 前 的 叙述 , 商 映 射 让,( UA) /~ 一 X 为 连续 映射 . 显然 它 是 双 
射 ,并 且 北 映射 上-! 连续 .证 毕 ， 

定义 2.4 族 久 = CQ) 1 昌黎 -一 个 展开 图 ,其 中 1Q 
表示 有 很 多 个 不 相交 的 平面 多 边 形 的 族 , {/,,} 表示 有 限 多 个 楼 个 
的 粘 合 同 胚 的 族 ,并 且 每 条 楼 只 与 一 条 楼 粘 合 ,也 可 将 同 _ 多 边 形 
的 两 条 棱 粘 合 起 来 . 

显然 , 族 和 = ({4) 1{ 广 力 是 一 个 展开 图 , 称 为 曲面 浆 关 于 二 
划 衣 分 天 的 展开 图 . 

对 于 任意 展开 图 ,考虑 UQ 关于 等 价 关系 ~ 的 商 空间 G = 
Qi/ 一 ,其 中 ~ 由 同 胚 户 确定 .人 @ 称 为 展开 图 @Q 的 商 空间 . 显 
然 ,Q 是 二 维 流 形 , 它 允许 由 多 边 形 Q 的 适当 细 的 二 角 剖 分 所 产 
让 的 一 个 三 角 剖 分 . 这 样 , 若 久 连 通 , 它 就 是 一 个 闭 而 面 ,这 时 吕 是 
曲 而 Q 的 展开 图 . 商 映射 导致 曲面 @ 的 一 个 分 解 , 它 册 多 边 形 的 
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像 \ 边 的 像 ( 分 解 的 楼) 以 及 顶点 的 像 ( 分 解 的 项 点 ) 组成. 一 般 说 ， 
分 解 不 是 三 角 剖 分 . 图 B-9 是 用 多 边 形 表 示 的 环 面 展开 图 ,其 中 边 
上 的 稍 头 和 记号 表明 了 环 面 的 粘 合 方式 


图 B-9 

多 边 形 的 定向 决定 了 边 的 相应 的 定向 . 在 两 条 边 的 粘 合 同 且 
方 :wu 一 小 之 下 , 边 w 通 过 记 由 边 w 的 定向 诱导 一 个 定向 ,一 般 
来 说 ,此 诱导 定向 可 能 与 边 a 的 定向 不 同 . 

定义 2.5 一 个 展开 图 @ ,如 果 在 它 的 所 有 多 边 形 的 同一 定 
向 下 , 边 的 粘 合同 胚 在 其 像 上 诱导 出 相反 的 定向 , 则 称 @ 为 可 定向 
的 ; 反之 ( 即 至 少 有 一 条 边 , 它 的 定向 与 诱导 定向 相同 ) , 称 为 不 可 
定向 的 . 车 曲面 X 的 展开 图 是 可 定向 (不 可 定向 ) 的 , 则 称 X 是 可 
定向 (不 可 定向 ) 的 : 


3 展开 图 的 分 类 


定义 3.1 两 个 展开 图 @ 与 Q' 的 商 空 间 如 果 同 胚 , 则 称 @ 和 
Q' 等 价 . 

现在 引信 展开 图 上 的 一 些 基本 运算 . 

重 分 。” 设 展开 图 Q@ 中 有 一 个 n(> 3) 边 形 Q;, 任 意 作 它 的 一 
条 对 角 线 4, 将 多 边 形 Q; 分 成 两 个 多 边 形 Q', 与 Q". 分 开 Q', 与 
Q", 用 它们 代替 Q;, 则 得 出 一 新 的 展开 图 Q", 此 时 ,两 条 新 的 边 d 
与 d"( 对 角 线 4 的 拷贝 ) 由 自然 同 胚 ( 恒 同 ) 相关 联 ,其 他 边 上 的 同 
胚 保持 不 动 . 展开 图 Q* 称 为 展开 图 Q 的 一 个 重 分 . 显然 ,它们 是 
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等 价 的 . 

粘 合 (合并 ) ” 它 是 上 述 运算 的 逆 运 算 . 展开 图 Q 的 两 个 多 边 
形 Q'; 与 Q" 按 它们 的 边 d' 与 d" 之 间 的 一 个 同 胚 粘 合 成 一 个 多 边 
形 Q, ,而 Q, 与 Q" 的 其 他 的 同 胚 诱 导出 Q; 的 边 的 癌 胚 . 

卷 缩 ” 设 在 多 边 形 Q, 中 有 两 ; ， 
条 相 邻 的 边 的 定向 相反 , 粘 合 这 两 。 4 4 /BA 
条 边 就 得 到 一 个 新 展开 图 ,其 中 代 2 Ly, 


替 Q; 的 是 一 个 多 边 形 , 其 顶 


Q 少 2, 边 的 同 胚 数 少 1( 参 见 Ed 
B-10). 


不 难看 出 ,上 述 运 算 保 持 展 开 
图 的 等 价 性 ， 图 B-10 

现在 引入 一 些 专门 符号 来 表述 
展开 图 . 设 已 给 任 一 展开 图 Q@ 三 ({Q;}), {jf;;)), 并 给 定 了 每 一 多 边 
形 的 定向 (顶点 环绕 方向 ). 每 个 多 边 形 Q; 的 任 一 条 边 按 如 下 法 则 
用 字母 标 出 ; 设 对 于 某 一 对 边 给 定 同 胚 f;;, 用 a 表示 其 中 一 条 边 ， 
考察 在 fi;; 下 第 二 条 边 的 诱导 定 问 与 第 二 条 边 的 原来 定 癌 是 否 一 
致 . 车 它们 一 致 , 则 第 二 条 边 也 记 为 a; 帮 不一致, 则 记 为 a  . 凡 不 
与 a 粘 合 ( 同 胚 ) 的 边 一 律 用 其 他 字母 表示 . 在 第 1 节 中 已 陈述 如 
何 按 此 法 则 用 字母 表示 五 边 形 及 三 角形 的 边 ,以 便 得 出 环 柄 或 M 
bbius 带 的 展开 图 . 

在 这 样 的 标记 下 ,我 们 可 得 一 个 字母 串 的 组 合 {w(Q;)), 其 中 
字母 串 w(Q;) 表示 多 边 形 Q@; 的 “粘贴 ”方式 . 此 时 ,wtQ;) 中 的 字母 
按 下 述 顺 序 写 出 :Q: 的 边 依 各 上 自 的 定向 顺 次 环绕 一 周 . 显然 ,这 样 
的 字母 串 组 {w(Q,) } 确定 了 展开 图 Q. 下 面 定义 展开 图 的 两 种 基本 
类 型 . 

定义 3.2 由 一 个 形 如 

aa™ ! 或 abar ‘by iasbsay 10 aa br Cm > 0) 
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的 字母 串 所 确定 的 多 边 形 构 成 的 展开 图 称 为 1 型 标准 展开 图 . 


定义 3.3 由 一 个 形 如 aiaiazaz…ana ,(m 之 0) 的 字母 串 所 确 
定 的 多 边 形 构 成 的 展开 图 称 为 1 型 标准 展开 图 . 


一 个 基本 结果 是 下 列 分 类 定理 . 

定理 3.1 每 个 展开 图 根据 它 是 否 可 定向 而 相应 地 等 价 于 1 
型 或 【 型 标准 展开 图 . 

证 明 ”首先 注意 ,利用 合并 总 可 以 把 曲面 X( 对 于 三 角 痢 分 
K) 的 展开 图 变 为 仅 由 一 个 多 边 形 构成 的 展开 图 . 因此 ,我 们 只 要 
考虑 这 样 的 展开 图 . 其 次 , 若 展 开 图 的 字母 串 不 同 于 ae- ,但 其 中 
有 形 如 aa- 的 组 合 , 则 可 以 利用 对 a 与 a ! 的 公共 顶点 4 施行 郑 
缩 运算 而 逐步 消去 这 些 组 合 . 新 展开 图 的 字母 串 就 是 从 老 展 开 图 
删 去 aa ' 而 得 . 

这 样 ,或 者 得 到 两 个 字母 的 字母 串 (aa- 或 aa), 或 者 得 到 不 
少 于 四 个 字母 的 字母 串 , 其 中 不 含 形 如 aa-! 的 组 合 ( 注 意 ,曲面 是 
闭 的 ). 因为 字母 冲 wa- 或 au 已 经 是 标准 展开 图 ,所 以 下 面 只 要 考 
虑 第 二 种 情况 . 我 们 分 几 步 来 讨论 . 

(1) 我 们 可 以 把 展开 图 Q' 变 为 这 样 的 展开 图 , 它 的 所 有 顶点 都 
等 价 , 即 在 商 映射 下 它 的 所 有 顶点 都 粘 合 在 一 起 . 事实 上 ,假设 QQ 
中 有 不 等 价 的 顶点 , 则 在 Q' 中 必 存 在 一 条 边 a, 它 的 两 端点 4 与 B 
不 等 价 . 设 5 是 与 顶点 B 相连 的 另 一 条 边 , 它 的 第 二 个 端点 为 C. 用 
对 角 线 d 连接 A,C. 此 时 ,在 八 4BC 之 外 必 有 一 条 边 &' 能 与 2 粘 合 . 
如 春 不 然 , 则 或 2 三 a ,这 与 4, 刁 不 等 价 了 矛盾; 或 = a ,此 与 不 存 
在 形 如 aa- : 的 组 合 矛 盾 . 现在 对 4 进行 重 分 ,再 对 边 5 作 合并 ( 粘 合 
b 与 ). 在 这 样 得 到 的 展开 图 Q" 中 ,与 4 等 价 的 顶点 变 多 了 一 点 ， 
而 与 B 等 价 的 顶点 变 少 了 一 点 (图 B-11). 车 此 时 展开 图 Q” 的 字母 
串 中 出 现 了 形 如 aa-! 的 组 合 , 则 就 用 卷 缩 运算 消去 它们 . 这 样 的 变 
换 , 与 B 等 价 的 顶点 数 和 与 4 等 价 的 顶点 数 之 差 不 变 . 

现在 若 还 有 与 4 不 等 价 的 顶点 , 则 可 重复 上 述 做 法 ,直至 得 到 

" 268。 


所 要 求 的 展开 图 为 止 . 

因此 ,以 下 我 们 总 认为 在 所 讨 
论 的 展开 图 中 ,所 有 顶点 都 等 价 ， C 
并 且 它 的 字母 串 中 不 出 现形 如 4 
daa， 的 组 合 . 

(2) 现在 证 明 , 在 一 个 展开 图 ? p'-b 
的 字母 串 中 ,两 个 相间 的 字母 可 以 
并 排放 和 置 . 事实 上 , 设 字 母 a 与 a 
不 并 排 在 一 起 , 则 可 引 多 边 形 的 一 
条 对 角 线 d 连接 a 与 a 的 起 点 .用 
d 做 重 分 ,然后 再 对 a 做 合并 . 这 样 ,在 新 
的 字母 串 中 ,< 已 不 复 存 在 ,但 出 现 了 组 
合 dd. 这 正 是 我 们 所 希望 的 (图 B-12). 

在 上 述 做 法 中 ,不 会 将 其 他 的 形 如 ”2 
aa 的 组 合 分 开 , 因 为 它 仅 仅 把 与 a 相 邻 
的 边 分 开 了 ,而 这 些 边 显然 与 a 不 等 价 . 

(3) 假定 (1) 和 (2) 步 已 做 到 ,我 们 
证 明 ,者 字母 串 中 字母 a 与 a :不 并 排 在 图 B-12 
一 起 , 则 存在 字母 6 与 6 ,使 <x 2 和 
2 ”彼此 隔 开 (图 B-13). 

用 反 证 法 . 看 不 存 这 样 的 与 6, 则 在 a 与 ca: 之 间 仅 含有 形 
如 cc 的 组 合 ,但 这 就 与 展开 图 中 所 有 顶点 都 等 价 相 了 矛盾 ,因为 只 
有 在 边 4 的 顶点 4,B 不 等 价 时 才能 这 样 ( 图 B-14). 

(4) 对 于 两 对 彼此 隅 开 的 字母 aa 2 和 6 ! ,我们 证 明 , 它 们 
总 可 以 用 形 如 zyz yy 的 组 合 来 代替 ,并 且 (1) 与 (2) 步 的 要 求 
仍 保持 . 用 对 角 线 x 连接 边 4 与 a 的 起 点 ,并 用 它 作 重 分 ,再 将 
合并 起 来 (图 B-15). 在 所 得 的 多 边 形 中 ,以 对 角 线 连接 之 与 二 
的 终点 ,并 用 y 作 重 分 ,最 后 再 对 a 作 合 并 (图 B-16). : 
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在 所 得 展开 图 的 字母 串 中 ,代替 a,,a -0 ,出现 了 组 合 
zyZ ”7 在 在 这 些 运 算 下 ,出 现 了 形 如 cc ! 的 组 合 , 则 可 用 卷 缩 
运算 消去 ,而 形 如 dd 和 cdc-Id-: 的 组 合 不 受 影 响 . 因此 , (1) 与 
(2) 步 的 结果 仍 被 保持 . 

利用 上 面 的 步骤 (1) ~ (4) ,我 们 就 可 将 原来 的 字母 串 变 成 由 
形 如 zyz y ”及 aa 的 组 合 所 构成 的 字母 串 . 若 在 这 个 字母 串 中 
没有 形 如 aa 的 组 合 ,那么 它 就 是 【 型 标准 展开 图 了 . 

(5) 铬 字母 串 中 同时 有 形 如 zyzx-!'y :和 aa 的 组 合 , 则 可 用 如 
下 方法 把 它 变 为 【 型 标准 展开 图 . 用 对 角 线 4 将 边 4a,a 的 公共 顶 
点 与 边 y,z 的 公共 顶点 连接 起 来 ,以 做 重 分 ,再 沿 a 做 合并 (图 
B-17). 利用 第 (2) 步 的 做 法 ,把 所 得 的 两 对 不 相 邻 的 边 对 xz,z 及 
yy 变 为 形 如 zz 及 ww 的 组 合 ( 图 B-18). 这 样 就 得 到 了 所 要 求 的 
标准 型 . 
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因此 ,字母 串 中 xyx y 有 太 
aa 组 合 就 被 三 对 形 如 aa 的 组 合 所 
代替 ,而 其 他 形 如 zyz ly 及 aa 


的 组 合 没有 改变 . 重复 这 样 的 过 


程 ,直到 字母 串 中 形 如 xyx yy 
的 组 合 全 部 消失 为 止 . 
定理 3. 1 完全 证 毕 . 
不 难 证 明 , 寿 两 闲 曲 面 X, 
的 展开 图 属于 同一 标准 型 ,并 且 相 
应 的 数 mr 相等 , 则 XX,X' 同 肚 . 


4 闭 曲 面 的 拓扑 分 类 
在 第 1 市 中 曾 指 出 ,曲面 XX 的 


标准 展开 图 的 字母 囊 中 , 形 如 zyz y ”的 组 合 相 当 于 在 曲面 的 
其 余部 分 上 沿 其 边界 粘 合 上 一 个 环 柄 ;而 形 如 aa 的 组 合 相 当 于 痢 
合 上 一 个 Mobius 市 . 因此 ,曲面 的 标准 展开 图 为 1 型 或 工 型 , 相 
当 于 这 个 曲面 是 由 有 限 多 个 环 柄 或 Mobius 市 烙 合 而 成 , 这 种 炸 
合 拓扑 地 等 价 于 在 球面 %$ 上 粘 合 有 限 多 个 环 柄 或 Mobius 市 . 
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于 是 ,具有 型 标准 展开 图 的 曲面 为 可 定向 的 M, 型 曲面 ,其 
中 忆 为 粘 合 到 'S: 上 的 环 柄 数 ( 称 为 曲面 的 亏 格 ). 具有 I 型 标准 展 


开 图 的 曲面 为 不 可 定向 的 N, 型 曲面 ,其 中 9( 1) 是 粘 合 到 5S* 上 
的 Mobius 带 的 个 数 (也 称 为 曲面 的 亏 格 ). 在 定理 3. 1 的 证 明 过 和 


中 已 证 明 , 才 同时 在 S* 上 粘 合 上 pp 个 环 柄 及 g( 宇 1) 个 Mobius 带 ， 
则 相当 于 粘 合 上 2p 十 9 个 Mobius 带 , 从 而 曲面 为 不 可 定向 的 


Nzp+s 型 曲面 . 

从 展开 图 的 分 类 定理 3.1, 可 得 结论 :任何 闭 曲 面 必 与 某 个 
MM 型 或 入, 型 曲面 同 胚 . 

定义 4.1 设 曲 面 X 的 一 个 分 解 中 包含 a 个 顶点 ,a 条 边 ,a， 
个 多 边 形 . 数 


X(A) 一 ao 一 ai 十 as 
你 为 曲面 六 的 Euler 示人 性 数 

石 关 是 M, 型 曲面 ,P 是 它 的 标准 展开 图 , 其 字母 串 为 
Qabia bapbsas bs !, 则 显然 有 ao = 二 1, a, 一 2 力 ，ua 二 1. 于 是 
XXX) 一 2 一 225. 

在 乏 是 N,, 型 曲面 ,wowao…avoa 是 它 的 标准 展开 图 的 字母 
串 , 则 % 一 1, oa 一 ao 一 1. 于 是 XCX) 一 2 一 9. 

对 于 曲面 X 的 任 一 展开 图 Q@, 可 施行 基本 运算 将 它 变 为 标准 
展开 图 . 易 见 基本 运算 不 改变 X(X). 事实 上 ,在 ao 不 变 的 条 件 下 ， 
里 分 时 wa ,% 各 增加 1, 合 并 时 ai ,a 各 减少 1, 从 而 w 一 ww 十 w 不 
a 

由 此 得 出 一 个 重要 结论 :标准 展开 图 P 与 展开 图 Q 的 基本 变 
换 无 关 . 

事实 上 ,者 @ 能 化 为 两 个 标准 展开 图 P 和 P'( 比 如 都 是 I 
型 ), 则 对 于 @ 的 分 解 算出 的 Euler 示 性 数 和 对 于 P 和 P' 的 分 解 算 
出 的 上 uler 示 性 数 相同 ,因而 有 2 一 2p = 二 2 一 2p', 即 p==p'. 当 P 
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和 7' 辣 为 I 型 时 ,情况 也 一 样 . 因此 ,P 和 PP’ 的 字母 串 是 一 样 的 . 

若 卫 为 1 型 展开 图 而 了 P' 为 型 展开 图 时 , 则 等 式 2 一 2p = 
2 一 9 只 有 在 9 = 2p 时 才 成 立 . 男 一 方面 ,在 初等 变换 下 展开 图 的 
可 定向 性 是 保持 不 变 的 ,因此 ,这 样 的 情况 不 可 能 发 生 . 

综 上 所 述 ,我 们 已 证 明了 下 面 的 分 类 定理 . 

定理 4.1 每 个 闭 曲面 根据 它 是 否 可 定向 而 相应 地 拓扑 等 价 
于 M, 型 或 N, 型 曲面 ,其 中 pl 或 g) 由 曲面 的 Euler 示 性 数 完全 确 
定 ， 

因为 五 中 的 紧 致 闭 曲 面 总 是 可 定向 的 , 故 得 

推论 4.2 FE 中 每 个 紧 致 团 曲 面 必 拓扑 等 价 于 太 , 型 曲面 . 

注 ”本 附录 内 容 选 自 文献 L10]( 中 译本 ). 
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